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$ timartingale}) 一 词 的 原文 Eta PEW”. 设 基 人 参加 一 种 
赌博 .以 证 第 二 局 赌 完 后 他 手 上 拥有 的 赌 本 数 . OSEE RE n 有 
到 (zz 一 Try 则 表示 他 在 第 二 局 中 的 期 望 赢得 为 0, 他 没有 
任何 的 先天 优势 或 劣势 ,而 赌博 可 以 认为 是 公平 的 . 这 一 申 随 机 
变量 就 称 为 构成 . -个 款 . 以 上 所 讲 属 十 房 项 时 间 的 情 撒 ， 对 连续 
时 间 , 扫 的 定义 容易 作 类 似 的 推广 . 

击 这 个 名 称 首 先 巾 法国 概率 学 家 莱 威 在 1939 年 引进 . 他 在 

30 年 代 已 作 了 若干 初步 的 工作 . T E d tt Ac bs XC i e a zo p 
美国 的 概率 学 家 杜 布 . 他 于 1953 FEHR EIE ip, 
fef T f cogi x STE. B JEDE. TAIN 
完工 作 突 发 独 进 ,其 在 理论 和 应 骨 上 的 重要 性 也 日 益 凸 显 ， 例如 ， 
在 50 年代， 个 具有 良好 的 独立 变量 概率 理 沦 基础 的 学 者 ,可 羽 
从 事 绝 大 部 分 数理 统计 理论 课题 的 研究 ;而 如 今 ， -个 不 具备 较 扎 
实 的 操 论 基础 知识 的 人 ,要 进行 -项 稍 深刻 :点 的 统计 大 样本 埋 
论 问题 的 研究 工作 ,也 会 感到 困难 . 
目 仁 布 的 著作 问世 以 来 , 蒜 论 已 成 为 各 种 较 有 深度 的 概率 论 
利 随 机 过 程 著作 的 -个 标准 组 成 部 分 . XT USE lm x 
专著 ,也 出 版 了 -AE VI Ip tc dz d FE d (Cb 村 随机 积分 引 论 》 可 
在 这 类 专著 内 容 -- 般 篇 寺 艰深 . 对 那些 以 坝 作 为 :个 工具 而 非 专 
研 随机 过 程 的 学 者 ,例如 数理 统计 学 家 及 科技 应 用 工作 稍 , 显 得 难 
度 过 大 . 另 一些 以 蒜 作 为 论题 之 -的 著作 ,其 中 也 很 好 的 ,如 
Slout 的 “AImost Sure Convergence” 一 书 的 第 一 章 , 但 总 的 看 ,这 
AR ED XT BERI XE LARGUS TP R, e dap - 些 基本 理论 车 
实 , 对 其 多 方面 的 应 用 无 暇 顾及 . 这 种 情况 给 那些 以 靳 作为 -个 
工具 的 读者 带 来 了 不 便 . 



























































大 约 两 年 前 , 史 基 民 教 授与 笔者 谈 到 这 个 情 次 .他 表 失 有意 
根据 他 多 年 从 事 教学 工作 的 经 验 和 积累 的 材料 , 写 一 本 能 填补 上 
述 空 缺 的 著作 . 笔者 当时 很 赞同 他 这 一 想法 . 不 久 前 ,笔者 见 到 
中 教授 著作 的 初稿 ,感到 它 很 好 地 体 志 了 当初 的 想法 . 这 本 书 集 
中 讨论 离散 加 ,篇幅 适中 ,要 而 不 繁 ， 对 款 的 基本 理论 及 在 应 用 上 
- - 些 重要 的 内 容 ,部 有 清楚 的 论述 . Bundes mk gau A Gur 
心 极限 定理 等 材料 ,对 统计 大 样本 理论 和 序 贯 分 析 理 论 等 很 重要 ， 
本 沁 都 有 较 仔 细 的 介绍 . 另外 ,本 书 前 两 章 对 测度 论 和 条 件 概率 
理论 作 了 简要 的 讨论 ,使 本 书 基 本 上 焉 为 自封 的 ,这 对 自学 者 有 很 
大 的 方便 . 

TOBBUR UP E GESRÉER. 笔者 认为 ,对 此 书 预想 的 读者 对 象 来 
说 ,这 . -安排 是 恰当 的 . 连续 蒜 理 论 较 为 艰深 . 在 一 定 层次 上 其 
普 用 面 较 带 于 离散 装 , 且 连续 损 的 学 习 有 赖 于 对 离散 鞍 的 掌握 . 
以 此 ,根据 教学 上 时 间 安 排 的 可 能 ,应 用 背 需 鉴 上 的 轻重 缓急 与 学 
习 上 的 疑 序 渐进 等 多 方面 着 想 , 计 读者 先 集 中 精力 扎实 堂 握 离 散 
团 , 是 -- 个 更 好 的 做 法 . 

史 及 民 教 授 治 学 严谨 ,教学 经 验 卡 富 . 他 这 本 费 了 不 少时 章 
与 心力 的 著作 终于 得 以 出 版 ,笔者 也 为 之 感到 欣 因 相信 和 它 会 成 
为 数理 统计 学 者 ,科技 应 用 工作 性 和 有 关 党 科 的 教师 与 研究 生 书 
架 上 一 本 常备 的 著作 . 
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作为 概率 论 的 - o p x LE Ue Im fe 40 年 代 形 成 ,但 获得 真 
正 的 发 展 却 蚌 五 六 干 年 代 以 后 的 事情 . 今天 ,在 经 内 了 近 二 三 十 
年 以 来 的 迅猛 发 展 之 后 , 款 论 在 概率 中 的 地 位 已 日 渐 突 出 ， 鞭 论 
方法 成 了 障 机 过 程 与 数理 统计 研究 的 有 有力 工 具 ; 园 论 正 各 其 他 数 
学 分 支 滩 延 并 与 结合 形成 新 分 支 ; 靳 论 已 在 形形色色 的 实际 问题 
《 像 奖 状 收 集 . 随 机 徘徊 .传染 病 估 价 .统计 景 弱 收 领 . 经验 过 程 
与 对 数 似 然 过程 的 绊 收 笋 . 自 回归 定 阶 , 以 及 :- 些 经 济 数学 问题 
等 ) 中 湖上 了 用 協 ・ 

有 和 改 于 此 ,为 坚实 我 们 统计 方向 硕士 生 的 概率 基础 ,以 利他 们 
HERRARNA. A 1992 FERRER ERFT ARE. 这 中 
BPA P B9 — o SE LUPO. mjix BB BE Ea E X At 
上 :根据 反馈 回来 的 专家 意见 ,特别 是 陈 希 允 院士 的 系统 修改 建 
议 , 历 经 两 年 多 的 反复 扩充 、 收 改 与 教学 实践 后 形成 的 ， 

本 书 共 二 章 . 第 一 章 其 实 足 为 学 (复习 测度 论 与 概率 论 存 关 
基础 内 容 的 读者 勾勒 了 一 个 提纲 ,所 列 结 果 , 除 个 别 者 外 , 均 述 而 
^u. 第 二 章 讨论 条 件 慨 率 与 条 件 期 诠 , 为 白 论 药 基 . 兼顾 到 本 
科 生 学 习 中 多 对 此 滚 有 兴趣 , 故 尽 可 能 地 详 作 介绍 . 第 三 章 为 全 
书 的 核心 ,并 述 离 散 黄 理论 与 应 用 , 光 以 修 时 定理 , 蒜 收 伍 与 革 分 
解 定理 . 鞭 不 等 式 . 革 差 列 的 大 数 冠 律 及 黄 的 和 中心 极 限定 理 为 重 
点 . 监 于 蒜 内 容 本 身 的 特 瑟 性 ,为 适合 初学 ,论述 中 注意 了 背景 描 
XE 子 实 用 举例 及 寞 出 典型 方法 ， 论 证 中 既 追 求 严密 推理 ,又 注意 
详 明 各 步 的 推理 依据 ,三 章 内 容 (连同 附 遂 ) 基 水 构成 封闭 体系 ， 
ASERT. 围绕 正文 或 全 书 的 重点 ,于 每 章 末了 配 了 一 定数 量 的 
习题 ,教学 中 可 依 实 际 情 况 酌 作 增 减 . 

REER BEATY ,我 对 这 册 向 大 学 高 年 级 与 硕 填 生 
介绍 离散 般 基 础 知识 的 小 书 究竟 能 给 读者 多 少 真正 的 帮助 ,于 心 
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ER. wq uw LCE- WA WaR RERET. AL 
it BTR ERKAT KEA TA DR, A AHE. 
EER i E R A Djs f s to A EL OR p E BE S TE BD LX 
不 是 能 有 此 书稿 . 最 后 ,我 必须 感 谢 我 的 妻子 部 玉兰 .是 她 的 贤 
患 , 理 解 与 全 力 相 助 ,给 了 我 这 些 年 金 心力 业 荔 投入 的 机 会 . 

本 书 是 出 西 省 归 国 留学 人 员 研 究 基 金 项 日 ,还 得 到 有 关 方 面 
的 出 版 资助 , 递 此 敏 谢 ， 
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第 一 章 ”测度 与 概率 基础 


本 这 概括 介绍 学 习 本 书 涟 要 的 测度 与 概率 的 基本 概念 与 结 
果 . 限于 本 书 的 目的 与 篇 幅 , 一 切 结论 ( 除 极 个 别 者 外 ) 都 述 而 不 
证 .读者 可 以 此 为 网 ,参看 书 未 文献 ,对 自己 鲜 有 了 解 之 点 作 深信 
探究 ・ 


$1.1 集合 运算 


对 任 一 固定 集合 QQ 空间) 的 子 集 4、 等 有 以 下 集合 运算 : 
并 4AUB, 交 AC B. A A. 0— A. 由 此 可 得 

X A-BSANE, 

対称 差 AABCA—PID[(0)G-—A), 

LRR mA SN ÜA 2 (oo KENEN n HE oC AA 


^ . Qm 
= {mo A, o. 284 


下 极限 lim SÜ NA P (o HORE FETA AHR n EA 
eC A, j. | 

显然 limA, ClimA,. HlimA,=limA, 时 , 记 作 limA,, 称 为 {24,) 
的 极限 . 车 对 每 个 EA A, TAn PRIRJA) J ROLE ORO TE 
列 ,统称 单调 序列 . 

注 ERR 与 区 间 ( 一 oo,6) 为 同一 , 则 数列 {a,} 的 上 下 极 
限 Tima。 与 lima, 便 是 相应 集 列 的 上 下 极限 . 





OO 10. infinitely often Xi BE SS He 380 2n 8 uj. wF A hoa "CE fSUAS X3 X X 
AUN PIDE FIR DET 88 3T. 





S1.2 示 性 画数 


设 史 为 参考 空间 .4 的 示 性 函数 L ODE 


E E 


当 c? 
(o, A 


显然 
Iys1—l, + 
ls ACA, 


了 amF 一 了 = Istasa tinda, m ` Iio 


in a 7 infI,,, チョ a,—=supf 4, s 
AE A aga ^ ača AERA 


Tina, 一 lim, 3 Tua 一 mA a 


1 


$1.3 o- 域 单调 类 r% 4 美 


设 .wy 为 空间 呈 的 -- 非 空子 集 类 . 车. 


4G ETR did 


闭 ; 就 称 -sf 为 一 个 代数 (或 域 ]; 苦 o 还 对 可 列 并 封闭 ,就 称 on 
为 一 个 -代数 (或 o 域 ). 今后 将 依 习惯 与 方便 ,使 用 术语 代数 或 


域 ,不 青 一 一 说 上 明 . 
车 ow 中 单调 序列 i141 的 极限 limA, 仍 





属于 .和 ,就 称 .xx 为 


单调 类 . 显然 ,sv- 代 数 是 单 泗 类 ,而 单调 代数 也 是 c- 代 数 ， 

XO BEST ECKE SEDE = 代数 E WE DECE GD 
dp EDEA IE- -ERN の Coe". 就 称 UOS AE BENIN o- 
数 ( 或 由 A SE BERI oci ED LU dE の Sole), (由 生成 的 代数 
e CE) 3 HR HE UG HR HR DIS w( ざ ) 的 定 叉 美 此 .) 

若 吕 的 子 集 的 非 空 类 oy 为 关于 交 封 闭 , 即 称 ox 为 一 个 TT- 


X. 


AY AE: GRE (EA GD A BE H AB- A 


DL 


时 就 有 ALB € AT BC. (MHAD: Gi 当 ABC c H BTA 
时 就 有 A 一 BE o OW X 3:34 BD; Gv) 若 単 増 烈 【4.) C oer , Wü] 
lim.A, € .« Oti 8838 30] 8] PED ;就 称 o 为 一 个 全 类 ， 

与 单调 类 .一 类 ,入 奖 等 有 关 的 结果 是 : 

定理 1.3.1 3p o 为 代数 , 则 m Co — e Co). 

注 由 此 易 得 下 面 的 定理 . 

定理 1.3.1 车 .ex 为 代数 ,. 妈 为 单调 类 ,有 目 os Cor RI 
ESOC ov. 

BRPMCEUEGCO Cur. 而 据 此 只 须 证 .x 是 代数 ,A 是 单调 
类 及 os Cort. 这 方法 叫 单调 类 法 . 

定理 1.3.2 # o 兼 为 x- 类 与 守 类 , 则 .sz Ro ode. 

定理 1.3.3 Xj ££ n 3E or 为 全 类 ,而 CCo Wi (の ) 
Cow. 

证 MDUSON4A CO WE AGE. ATES 35 .m ERE 
E 1.3. 2258 39 RR AME o (973 C9, XXI fd E BRE - 
AGE 和 有 SP OX VS aC CC ow. 

fE ME F Jg z-36 . 4 9,— AACR ADEF XI —5) De EY. 
显然 加 | EAX, H ZTH, A SCS RE A CV SE i 
DELZ REA ADES TES E= iB BEN, ABES -H 
ACM 99, A 多 的 大 类 . 所 以 STE. MAF BEZ, 
对 一 切 ACO SE ABCS. MAZ, DH nx. 证 毕 . 

注 KEAC t, TREER: A E -Ao Rojo 
及 DC. AYAN AXE. 











$1.4 4 系 与 单调 系 


X L4.p(1 XO 设 是 一 非 负 函数 系 , 满 足 ; (i) 1 
Z GD 3 X,€ SD, X, AX RA XE Gi H XE 
VE ncs RO RIOT 1:2) FL XS E20 时 就 有 Xi 十 csXaE 
ZME DE YMAR. 





注 关 然 外 系 所 反映 的 正 是 让 类 所 共有 的 性 质 

定 LALARO AER BUE 6 eR CAR og UE IR RECO FH 
XE a cE d PRG 1,22 0E R e Xe X, €. GDA X, cot 
EDR X,5 X nf XC. ia ot A- ARAR. 

示 性 函数 建立 了 集 类 与 函数 系 间 的 联系 . 更 深刻 的 联系 则 体 
现在 下 述 定 理 中 ， 

定理 1 4.1 d DU Rig XE D LES MER KK RAS 
A EGO SD BOR RR TEPR EE. REER — EO 
RA EL dA dE TR B3 oC) - p E E 

(OD £2 E n-J5 2€ 是 全 系 ; 

(20:2 Rb R, r 是 单调 系 ， 

证 €E9—iAu€on0). 

OD HB rim ZTE. X AGRGE XL ZLGDOLGD GDA 9? Æ た 
28. 因此 由 定理 1.3.3 知 o (£20 CE. 39 X Ee dE faf) oC- np m 














Bm g W E oJse.—o(XIÍzr)ec 一样, 也 有 大 ,全 
和 
FEX eeose 因此 ,着 所 一 Y iL, mm 


k=] 





GDA X.€ EC， 显然 X, AX RGDA XER. 

(2) 此 时 2€" 为 单调 系 ,而 Z Dg -R 0 DEP -—o(00. WR 
人 1) 的 证 法 即 可 . EHE. 

注 基于 该 定理 的 证 法 5 常 称 为 杂 系 法 ,单调 系 法 ) 在 积分 研 
H N A A H . 


31.5 可 测 空间 与 测度 空间 


4EX.1.5.1 E QE T SEM d US .多 X od RRN, 
至) 为 一 个 可 测 空 间 . 
zEX.1.5.2 BD. hup Wes. 定义 在 多 上 的 非 负 实 


RA PREPO =0 及 完全 可 加 性 P{ め 4) = S Pap 


"dt 


ARVU FAURA RERE AZAN mEFER POEOQQEO L2 -个 
a E. Wi 5s A, I PNE TS. POD-I 时 , 称 卫 为 概率 ， 
FUF, P) A BESETSIH. 

zx 1.5.3 CH. b SX EE Beso :为 值 的 函数 已 满 
E 天 CD) 一 0 术 完 全 可 加 性 时 ,就 称 PORG3.70rB8)—I X 30 
HE. FUY AE , 有 集 列 4 ニテ 38g POL AT 


U. AER P REG 上 前 有限 測度 . 若 対 V AESF, A PLA O0 


及 B>A RER BC" OA f POS) —00, sk FIRE 严 是 完备 的 . 
定理 1.5.1 e 域 . 安 上 的 非 抽 .有 限 盟 数 满足 完全 可 加 性 的 
充 要 条 件 是 共有 具有 : 


G) S nM xp im oos Pi Xa) = Y PAD: 
GOH HEE aA OE, A, YG 时 有 lim PC) -0 





$1.6 TWEE 导出 分 布 


E X 1.61 HFHS V. uie. 若 映 射 
$6: (0, VR oe) EC RAE FIEL CX ICUÓ (EIF S 
(oie と の 且 Eo) € Fy D BR E X B 7 I GO, FORTA 
B. 

HOO, cA WoODOS c b, AR EER a- 
B. HOLDS Sal {orhe ERDIA B E B Rp RE E 
Jj f Borel CRT 38] ) di 3r . 

iti Hj VA ur BH : E tÈ A Ar A NA DEEP E. Borel EA. XE 
ARSi marl, O e RT . 

定 文 1.6.2 Wb £dd xRG.C IPSO 97,899 
测 变 换 ( 亦 称 二 为 随机 元 ),， 由 下 式 

(PE EOS PETF), PEF, 
E-F, 上 定义 出 的 测度 PE CHOR E HS SE ib E HEO Ln FEE B9 23 hs. 


5a 





£g Ex Su 60,56, PS] GG. 58) B BE L6 E 称 为 该 概率 空间 
上 的 随机 变量 (r.v. o. 称 
于 (KZ 全 (PE )(—co,x) S P[Ec x], c€ R 
为 的 分 布 函 数 (d.f. )， 记 作 E FGD. 
iki 可 以 证 明 : 台 上 的 实 值 函 数 吉 可 测 参 对 每 个 有 限 的 坟 
iar EF, 
注 2 及 上 任 一 非 降 . 左 连续 盟 数 下 ,满足 


Ü m, " 
Fon | Mao 时 LOS 4 1o dC 


注 3 依 测度 论 , 随 机 变量 是 概率 空间 (中 .多 PO SICR 52) lg 
可 测 函 数 . dg Re ch HT QM GR CI] ed (QS, POOR 997) 
[R- 会 民品 (一 co U {十 co) S27 &o(l[ —oo,. rz R })] 的 随机 
Zu. GR EE XL. MNE Hi RE GT BR ECL E A0 XX CN rev. s RU] 
PC X|—69)—0. 


81.7. 测度 的 扩张 与 完备 化 


定理 1.7.1( 没 度 的 扩张 ) E PERS LI oA N 
度 . 则 在 eC) 上 有 唯 一 的 ヶ - 有 限 測 度 P, 基 満足 」 対 Y Az 有 
PCA)=P(A). FP E P ids. 

定理 1.7.2( 測 度 的 完 各 化 ) WP OROCdUÉGS 上 的 测度 . 
则 一 切 形 如 AAN 的 集合 构成 含 BS o HOC OAE N de So m 
等 測 集 的 子 集 ,4 と の). iE X PCAANO - PCAD. WIE P RS 
上 的 完备 化 测度 ,而 多 是 : 关于 一 的 完备 化 吕 代 数 . 

HO X REB —T 4 BF PO o2] Â FG. 
R À [AA = Gub] m EE DAC CORR anb, TIRES 
值 . JBE b= oo l, WI Ga; sd] Fr gi 3 Ca 50). RE DA EB ROS R E 





Qj r.v. random variable (Bi £L E 80 Ze 8E 5. 
"m 





的 一 个 代数 含 
Pr(a.b] FD -- Fta^; 


PR A) E Pia]. HACR B. 

依 扩 张 定 理 可 把 Pr AER EIA R 扩张 到 alRs) 会 过 上 ;市 
得 天 ,其 仍 为 :一 个 上 有 限 测 上 度 , 并 月 当 AC RS 时 有 Pi (A)= 
Peri), 

把 B Xp OP. MEEI AER ED. ELEZ. 上 的 完 
备 化 测度 为 Bs, 称 为 由 玉 产 生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， ey 中 
的 集 称 为 关于 下 的 可 测 集 . 

TERRIER FD mle) =r, E C7 o,o) Bt I P 一戸. 称 为 
Lebesgue 測度 : Wü s = の 中 的 集 叫 Lebesgue AWE. CR, 
DIN AE, R ER Lebesgue W BE ZS [B] . 


81.8. HEX Bl rn agg ^r Ret sE PE 


定义 1.8.1 设 筷 是 概率 空间 (0, 玉 ,已 上 的 实 值 可 测 函 数 ， 
CYEO XT PUBA | xar ( 简 记 作 EX, 称 为 多 的 期 望 或 均 
BOR XAR. 
对 于 マテ 0, 有 
oo ,车 PIX —oa) 70, 
ex | 


= —1 
lim > 2 PAX e ro 
dPPiX—o5)-—90. 
对 于 一 般 的 X GEXE X*Smax(— X,0) $ X VOZ20)4 EX A 
EX-2Smin(EX ,EX-)«oolj 4 
EX—EX*'—EX-. 
此 时 EXEL- anc], A X BI3R AT RTE Wi | EX | oo [RR X 


. 7e 








可 积 . 当 mnl EX, EX =o, X ARIRE. 
TAE- F, PR EKIOGAXEALETP AES, R EXI 


= | XdP. 

a 可 测 函 数 亏 可 积 全 对 每 个 e 汪 0, 有 一 个 人 >0 fi 
& A€ 9 与 PC 可 准 得 ]， 1XldP<e 胡 |X|< ネ . 

定理 1.8.1 没 二 为 (8 多 :PP 到 (2 Sol um qao 是 
G2 27) [CR ,560 E BS mE A SL. ER XE HL A xk SCIRE 


X 
Eg(£)— f gdPé ', 
了 


定理 1.8.2(Jensen 不等式 ) EROF, P) E BS ER BLA 
量 ,ES 有 意义 ;又 g E R LÉSGESEgUNHEE.EgC XEGL. Du 
Eg (tt) > gCES), Cl. 8. 12 
其 中 &( 士 co) 全 lim g(z) . 
定理 1.8.3XHolder 不等式 ) iib £m EREZA, LP) 
ERIWER pe WEI goki. RI 
Elg] < (EF |£|^) + (EF |g]*). (.8.2) 
当 max CE | £ |, E Lg | 0 «oe Bj s ro 08 9 ES 0 as 或 
7—0 a s RA 67-0 jl Seigla s. 时 成 立 . 
特别 ,由 定理 可 得 
推 徐 3.8.1( 短 不等式) Msez EER, TPE 
任 一 随机 变量 专 有 
E! [6j EE 0.8.3) 
EE 十 二 oo 时 , 则 式 中 等 号 当 HI -const a.s. 肝 成立 , 
定理 1.8.4(Minkowski 不等式 ) HE £.m E (Q7 LP) EH A 
个 随机 变量 , 则 . 
CM pel 时 有 
E* |E + gl* c E* Ej + EŻ |g|o. (1.8.4) 


当 EE + 1| *2)coB oS HAE ECE 
(p g= tas go 0 ais. RA C0 B Eg ass. 




















1 
者 形 当 
LZ i ty>0 a.s. 
時 成立 . 
GD 34 Oc p«1 时 有 


E|£ + g|* xz E|£|? En (1.8. 5) 

当 EEPE iy oc Ur e SH ELOUSM 85-0 a. s. 时 成 立 ， 

Ra Xpocpeooot L, SLN, PEE (QUU, 
P) LER) rv..H RE OEjf|^—oo]. f a.s. EROR OF BORA La Boc 
相等 . 则 有 结论 : 

PEL RTA Elp EIE ^X L, P 6 Bt 9L. og — 
Banach = [8] CBE zE dg £X E Sx si 2 [5] D. 

(DO p A EI£—3|* 23 L, pat € 5 wie] HE 3S LR] L 
为 一 完备 距离 空间 . 

(GD 当 0 ご 時 LDL. (WO. 8.3)). 








注 2 REXEL > PIX | >an, 
1 
EX L8.2 对 rv 列 ;11, 当 


lim sup | XdaP — o (1. &. 6) 


[i Ap wa) 
或 等 价 地 , 当 
supE|X,| €< = A „im sup] [X, dP —0 (1&8. 7) 
k [A0 ei | 


BIER X nz) N— SCRTRR Qiii 2. 

注 由 定义 易 见 :由 有 限 个 可 和 rw 所 构成 的 族 是 - 致 可 息 
HJ. D ERAGERES CEGEKIXQne€TiWnpEb nv X xt e.g 
|X,|sX a. s. n € T, Wl iB R. XOT — 9k np fO HE E 





u. i 是 uniformly integrable( x HT $T poc ARCH. 


的 结论 见 附录 . 

在 讨论 r.v 列 的 积分 收 敏 性 时 常用 到 

定理 1.8. 5(Fatou 引 理 ) 车 {Xi nci A u. i. CX ER iX. A 
F-TO, A EdimX oE, M EClimX,)xlimEX,. 

定理 1.8.6( 单 调 收 敏 定 理 ) 车 1X,,n 之 1} 自 下 一 致 可 积 , 且 
X,^Xa. s. o Mj EX «oH EX. * EX. 

以 上 两 个 定理 的 典型 用 法 是 

推论 1.8.2 Ero IHX nal) AE XX a.s onal, H 
中 Xo 可 积 , 则 EimX,) 存 在 ,月 EtlimX,)slimEX,. 此 直 , 若 X. 
^ X a5 

定理 1.8.7(Lebesgue fiip 951: 380 H(X, X onal) H- 


烈 cv. HX, ——X. # E[supl X,| ]«eo, WW E| X,— X 10. B 
然 更 有 EX EX. 











$1.9 乘积 测度 空间 Fubini 定理 及 
Kolmogorov 相 容 性 定理 


iE GA om OM np ass E G--1.2). 今 
A, X A, S (Cos an) i € A C v, € A, C. f) 
《特别 ,Dx RARE). 
XB, Sa(LAUXCAGAC UE 1,21) 
称 为 乘积 - 代 数 . 
CO, om) K DA 1 (2, X NX EF) 

Tg Ay Se $2 RT BM mH]. 

类 伏地 对 n2 可 定义 

X, Xr XI ur). 


E XO arb RR AX CX A) (其 中 AC Xr BOR BUB m 
维 底 4 的 柱 集 . 


*10+ 





*— 31 8r 82 8102; O G—1.2. 2B UL RE XL 
X A, (Co cr) ue E AIC Em 1,2, ' 
gy D CAS imd AC ouv R C9 有 AS) 
1 
(如 ,是 以 XQ 中 可 测 短 形 为 万 的 柱 集 全 体 )， 
£g = gs. 
1 


(F REL er BERT IEEE A IE ER E. 
Your, at, 


AOR AE | X0, X ari 
CER 23 7c F8 iE IER RT UI 9$ f8] D. 
HF n0 01.20 B9 XE o4 ER I TRE 25 [8] . RU] GT PLEBE Lx 
(2,57) 5 (2, X 0,97 X 55.) EE — d 5- 有 限 测度 EUR. 
BLB X B) = BGB) tB S B, € B= 1:2) 
Bit ed LARM -iE 
Xp AEF, G 
AD 会 AD an) Š alow) € A] 
GRH A E o 处 之 截 口 ). Wu (ATO VER w 的 函数 ,为 -T INC. 
AD BELA KE ws AEWRE ACT A AT CoO KIWE LAT 
S7 V- RT GE ERO c CAD RTT XS en CM BU AR 
BCA) = | p LAU daa, = | £1 LAU daa. 
iP s LX pu ON oH ER AERE pe 与 je RER. FOL 7 uy 全 
GI UX (5. 7 ,XGUS7 Siu X e A SER M E ER RJ. 
WE X= X Con san ) TERCER ET BI m RT R, x 0.59 37.) E ff 
S7,X OF ,- np dl eg CL X E os HESS RETI o. 的 函数 : 
XU) 会 XCGo e.) (右端 wm 固定 ), 
它 是 SU HERR. 同样 AE CoD Fen ap ME . 


*li* 





A る n], x* Go, a) dg -jx (oo adj = ee. 
A 有 类 似 表示 式 . 则 有 有 

定理 1.9.1(Fubini 定理 ) Z (Q4 ,四 是 天 有 限 测 度 空 间 
(1. ,p00 二 1,2) 的 乘积 测度 空间 ,X 是 -个 UI REIN REO 
節分 存在 , 別 


|, X Can O3 d fa A da Xt dg D | パー dg ] . チャ 是 ダッ ー 可 测 的 ， 


L, Xd, S : Ja X` de — |. X^ dis | Is 是 B 可 测 的 ， 


而 且 


[xao = | [], 34090. = f, [], xan ane 
《并 县 在 总 可 积 时 ,对 几乎 一 切 m LX E s 处 的 截 口 亦 可 积 . 对 
X dE o, REB LUI EDI AO. 
TEMERE A ORRE E SE CQ 40 X (sp) 
上 ,Fubini 定理 表明 , ロ 上 任 一 非負 的 .各 -可 测 ( 或 np EO BR EC 
BUPRURE ERU BS EX BU CR 
HFFS BOA.GA.POG-1.2.08 43E(QQ, 4825 
(XQ. X97) 上 ,借助 于 S 中 的 柱 集 , 由 P,P,,… 按 以 下 方法 确 
定 出 .名 上 的 一 个 概率 了 来. 令 
A= XA, AXA EE x 


i=n |1 








XA TXT FIL X F 

2, = [AA = B, X Qu Kr B, E 39), 

则 对 每 个 n21. (21,577) R& CE REA TAS ML AE F 的 子 o 
代数 的 增 序列 ;多 是 由 多 中 的 往 集 作成 的 代数 . 


12-7 


a jg 
r= 上 





对 A—BOCOOLC IE, iX 
PLAT = OX om X PB 
WP. 是 六 代数 e, 上 的 概率 WEE P.— P. 」|>. 対 4 と グー Üs. 
4 PCA) — lim P, CAD LB RI DELUEFE P feit 0 ERU ES. 








" 











测度 扩张 定理 (定理 1. 7. 1) 就 可 把 P D SE S0 et) X, 
Z ORE. Wiky hR PPS o 上 的 一 个 唯 -一 的 概 
-XP RW E 


PiA XX AX X) } = T の AC F n Sin. 


FARA THES 给 定 . 列 分 布 丽 数 { a aum. 
TAARA ERS RI (O7. PO E B9 AlE E LX, 1), 4E 
得 对 任意 1X X X, 的 联合 分 布 力 数 就 是 Faaa DE? 回 
答 是 肯定 的 ,但 有 一 个 条 件 , 印 分 布 函数 { 严 nm LEAL 
容 的 ( 即 内 部 无 相互 抵触 情形 ). D BU 
3E 3B 1. 9. 2CKolmogorov 相 容 性 定理 ) EF inam ER 
— SW fi E 89 2rd PR ECL BOE — UI nZR3UR Fan Gotta) = 
lim Fj 则 在 CR 987). 上 就 有 这 样 一 


个 概率 测度 了 ,使 得 在 CR”,. 宪 ~",P) 上 的 坐标 随机 变量 Xo. X, 
的 分 布 画 数 就 跟 事先 给 定 的 分 布 丽 数 玉 .相同 . 换言之 ,车 对 四 
— (w es, R^ H k=l, 2, A X, Cw) — as. 则 对 一 切 nil 就 
有 に < ドコ ます こす LE すす 


$1.10 Hahn 分 解 与 Radon-Nikodym 定理 


设 请 是 代数 .和 上 的 广义 测度 ， 如 果品 中 集合 巨 满足 :对 
年 一 4 と デ 有 EAC B P(EA) 渤 0, 就 称 下 关于 了 为 正 的 .E 
关于 卫 为 负 的 ,其 定义 类 似 ， 

定理 1.10. 1(Hahn 分 解 定 理 ) 对 任 一 广义 测度 也 ,存在 二 


*]12* 


PAZEN 与 Qf] 0, 2-0. — O,3E HL EF PH, DIE RO, Hf 
称 ,fy 构成 口 关于 P 了 的 Habn 分 解 , 这 分 解 一 般 不 崔 一 . 
d P AMEGI IR), Dp np Ex 2; — c5. 
在 史上 借助 十 下凡 定义 两 个 测度 アデ アー: 
P' (A) = PURA) P CA) — — PIBA), A € F 
(P,P 的 值 不 依赖 于 Hahn 分 解 的 选择 ), 则 
PLA — P* (AY — P CD, AC . 
上 式 称 为 卫 前 Jordan 分 解 . 
XX L10.1. Pte PEREG.ZSFI-E XE. 
|P| CA) = P' (A) + P7 CA). 
苦 对 每 个 4E .多 ,由 | 疡 Ca 一 0 便 可 推出 4) 一 0。 即 称 关于 
P £83 EES CN P-yeE SOIN EP 若 有 互 斥 集 OI SU n= 
Qi 4 X HS E E- AEF 有 AREF LAG CU. B 
Jel RA = |P|G2,A4» — 0 
就 称 yu 关于 PON POET jr) 为 育 异 . 
定理 1. 10. ZCRadon-Nikodym) H m.n. E Ee np au zx Ju] 
(Q5) E By go- 有 限 测度 ,vi,w 缘 关 于 产 绝对 连续 . X v 会 -9 
在 デ 上 完全 秦 定 ( 婦 GD. ws GD AR I] RE oc. WEE AEF 


nas 有 限 的 多 -可 测 函 数 | 或 记 作 & 一 到 1 满足 ， 








CA) == | so. AEF, 
HIUS 8 -g UREE, WE pigg 0( 沁 作 z= 
g'a.s.[uD. 8 g X v 甘于 上 4 的 Radon-Nikodym 导数 . 
81.11. 独立 性 


定 久 111.1 {ALET ;是 概率 空间 (2,. 交 ,了 ) 中 的 一 类 
事件 E 若 对 每 个 nal F T 中 任意 n 个 不 同 值 ET ナチ を uu GR 


144 


Pi Tn A = PC4), 
. 1 


Ak Fr Jen dt iru qe xr B5. 
OEC ETE HESS SCENIC LCD IERCAL € 
e. BEES BLÉS 2 A, LCD 中 事件 为 独立 的 ,就 称 该 族 事 件 失 独立 ， 
定 以 1.11.2 iX onali —#] r v., o XA CX, 
nalih y, BPGARI rw 独立 IXP CT, panel 是 Alr. 
v. RR o- bi] SSX, ET) al M, Hn ERE A r. v. 族 
独立 . 
定理 1.11.1 设 事件 类 之 族 1efrET)} 独立 ,又 其 中 每 个 事 
件 类 党 , 茵 为 x- 类, 则 对 指标 集 了 的 任 一 分 割 {Tj,iE7}( 即 从 了 中 
任 取 两 个 不 同 的 指标 值 i 与 ;. ERG TIYT;— £6 - E. UT. =T) o SR 
之 族 iai M6 人 独立 . 


























推论 111.1 ARTET, E Eh Sa, POR R, 的 
r. v. E, ET rR UE o(00 —55. MEET ASA n 
>1 :任意 的 {at CT 及 任意 的 AC G=l, 6 
PILE = [PG AD. 
推论 ま . 11. 2 REET) E, , P) EI — i r.v.. 対 
$T UET 5-—FCOD E MA F, HEE d.f. WF Fi pua S df. 
むれ も ビア) 独立 
《ii 对 每 个 >l ,任意 的 全 ，… SICUT B 
PL. — XPE, 
i=| ' 
(ii 对 每 个 n] ,任意 的 人 5r sh IT A ix Q.t** eru] € R" 有 


Faea, CT = [|F cx) 
i=1 


{其 中 .表示 CE ine 089 d. f. J; 
QVv) 对 每 个 nl ER t CT E n Æ Borel EHA F.H 


EFE, $t (e 一 IEEE * TdF rd Cr) 
p 
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(上 式 具 要 一 端 有 意 叉 便 告 成立 ヶ 
注意 , MM 
Hia D> lt enoti OT Æ Eje e Letar) D 





E ové «zoo H E] ] 一 T EC, UE EE «Deo = Jenan), 
F id Dd i 


iB Var うる 一 N Vari, . 
r= | 


2 
『 1 
S1.12  Borel-Cantelli 引 理 与 Kolmogorov 0-1 ff 


定理 1.12.1(Borel Cantelli) Zr 4A, nz 1; Æ — Wl fF, Wu 


Xa, ) cesi fÀ U AO S PAdo.) = 0, 0.12. D 
ー 日 一 | AH 


や 

£z 

它 的 下 述 特 款 称 Borel 0-] Æ. "Ay SEE A, 独立 时 ,有 
LO A, Im Dogs = PGÀ, 4.0, 一 » 





] = w> Pi UA,j—1. (1.12. 2? 
, ロー| 


证 明 ”对 (1.12. Doh PER TMA U4,y 「 UAR 


PUO UAI — Pi lim UA = lim P UA lim 37 PCA) —8. 
u=] Erin noo kn mrs AIHA : 


Rte 





对 (1.12.2) ,约定 Pi fe Aj — AR j ;时 约定 - .一 dE 
注意 PCY| うつ う デュ ー ア (4| ,就 有 
PU4 コ リー ユー P deu 1- II^ DA PI DA) 
aoc! n=] 


Tal=1 II[i PA Dalh 
再 注意 0 所 过 ciae 221 — x M(G.12. D BAR AR 
x Sea Inia) 
ilie rs file ' 





_ i 





—ü. 





从 而 
PLA 1. 


"DK A, 独立 时 ,Pd = PCA, | TTA). 此 时 由 PA = 


or aR EE m A o — Dra, ) = XP n. AD BAT EA 


(2.12. 22 f$ Fi »" ー1. 茎 然 列 VI Ü AJ un cm bp gm X 
LIRA 
L= limP: Ü Aj — PLUm D AJ 8 PA UA — PLI oD. 
its. 

5EM 1.12.1. SEE IO. P 上 的 一 列 rv だ な 学 1) 
的 尾 -RR IE S — = oX, jan). ” 中 集 称 为 尾 事件 .2 -可 测 
PR XR ER Dy EBERT. 

注 ttm ie: 9 X, C SC E X nzedi8g 一 條 尾 事 件 , 因 

"n 1 

AROA 5d; EODD TH Em” LA Aore A - 殉 独 立 事 
ft.X. 2I, 则 对 sclü 
UAE PCX js fn). T ALL G. = A UAE NM ol, jn) デア デュ 

定理 1.12. 2 Kolmogorov 0-1 律 ) Aes r.v. A iX, n221! Éi 
尼 事 件 的 概率 为 0 ag l. 

注 Kolmogorov 0-1 fg ESAE PA,.i.0. 189 ff y 2 && 1; Borel 


0] 律 则 对 焉 提 贷 了 个 核实 的 办 法 ， 再 ,Kolmogorov 0-1 E JH 
于 独立 T.v-， 而 不 仅 促 限于 未 性 函数 ， 








习题 一 


l. 证 明 ima UBO lima, Lima, 
lim A.B, -lim.A, * lim... 
XlinA, “A giümB,— B A lim tA, U 8,9) — AU B.lima B, = AH. 








2. itfa A RERA RR LIEB] oM PCR BS SEXE 了 RGB REX rE 
ote) fae) zt = U Cos fitan テト defe) で テー テト . 

3. 证 加; E RR 3 A AGE E) o. ERC, 
ei ur t Ca( 7. 

4. i 天 类 ZORE 为 由 ££ B9 d Fe SEES FR JE E RET Tg E 3E. 若 
V DC Sg DEE EAS Rd £2 生成 的 代数 、 

5. f ow R Qn S C oos.co Y 的 开 集 类 .出 oc d; Du". 

6. ERX YO LX" PYTA EX CY .X^ OX BYO*d 
Y .XE B,B.W X On) & X 18). 

7. 古 明 若 ぶ 是 (2 E SERI BE MX [SR . MAA 

8. EX M YdÉé.ocror,g xe gie Soc 是 任 一 实数 证明: ou X Can 
AY Cwe ben X GO SCY Goo) ^ eh iui XGoO — Y (01 € o. 

9. ER R LBS TE — SE (ELSE ALERTES Borel ap E B9. EL z6 EG RT RPG 

l0. iX ml E U ps DB GRERGN . uEHHCPOXU UE e HI MN. 

CDsupauX, (Dinha Xa  GOlmX.  COlimX. 





(G)maxCX,. X023 X V Xa Gmin(X , X) S3 X, AX; 

COXE 全 mnaxf 0): (AT Danax(— XLO; CX, TX 

(IDX 5 A RO; Dc (c=const});  (122)X;* Xii 

Q3 2 CERERI SEO (14 う hm X,,. 

? 

11. HEUX, F n SIAR RMEL EAC 96,4 ,又 总 为 .于 TAOX 
Pd X, ass. AERE XU eC SI RM 、 

LRR A.D Gs X G0) BLU QA STi AL — Coilim X, Co) 
ェ れ 対 下 概 限 有 美 也 表 式 , 再 用 第 8 題 . 

12. 证 明 : 如 果 X. X, ECOL E BS 3c RITE ER KE LRL E — XL ERU 
为 ELX X O-n[ NEL Y B Y 基 形 FOR 7 X0 LE SE FA R? 上 的 一 
个 Borel 函数 . 


13. 35 G2, o P) E — I EXE ES BE (AL n 251] Re -- PIE 、 
12? 证明 : 


Pi(fimA, ) = imP(U A,), 
Im x E. 





を (lm 4.) i = limP{ Na,} 


jh 
(2E B LER PLA m Lom P! NESE 1. 
Dt. COOX X 4 YAIR r Ya T 0, 証 明 
か: よる 
(2) lE BH Ca dc 62^ Ca^ -E&^) * maxC1 2^ は)。 
Hp edp WAER, HIR AAE DAAR. 
15. (1) 自明 E|E| «eo 63 Mean TE 
(2) 证 明 , 对 e ,0 及 rw0 有 


EB ES LPEE 2 ]da. 
16. 证 明定 名 1.8.2 iE REN IE. 
17. iE Ë ec D supt LE [toe M rv. LE TI ERR. 
18. 证 明 : 若 对 某 个 8-04 sup EX [^ o2 REG Oa B. X. In 


i ya 
13. BUD RTPN S Su MIS 特別 , 若 
Hn 





Xor Im1mAA&M L nv GEI $3.D. 则 | Sa y 1 为 一 致 可 职 ， 
20. EAE r v. FE lonii e EEO, Ei aS: 为 一 致 可 积 . 


P 

21. Bp- 0.5 nzz11— S9 RE BL. 证 明 £u. -F no ， 

22. 证 明 广 义 Chebyshev 不 等 式 : 设 去 是 tv 是 民 上 的 非 黄 Borel Ñ 
EC. X: og REESE EH dE[0.co0 E dERE, XQ V eo03y 

POR mos, 
Rie) 
23. AF r. v. $ dg E SR Ps x[ 其 满足 Pix )= 0]g A 
lim PC, D 一 PO. 











RR r. v. SIL, on MR AS CAL v. EL BE E- et 
ERDHE n E n. 
GHE 二 一 -ERA SCR GE P(£--a)—1,W £p 
DRE -E MA E EDERA E osi m e 


P 
lp ccena 





第 二 章 ”条 件 概率 与 条 件 期 望 


S2.1 Æ X 


Wo, 5 PO iul ps HX e oo X MEAE 
F 为 一 事件 . 下 面 引 入 在 给 定 某 - -条 件 (一 事件 互 .一 列 事件 
(B, nz21) 所 生成 的 子 み 域 zf B, nl) F 的 任 -- 子 o- 域 你} 下 ， 
X 的 条 件 期 望 与 4 的 条 件 概率 的 定义 . 为 使 读者 对 一 般 的 抽象 
定义 及 其 来 历 有 深层 了 解 .我 们 将 多 层面 地 展开 分 析 , 先 从 初等 概 
率 的 已 知 结论 入 手 . 


2.1.1 初等 情形 
: .给 定 事件 互 时 
由 初 等 概 率 知 
PG um AP, (2.1.1) 


其 中 A BEF, H PG) 0. $ 

Py, & [P(A B) A € F}. 
易 证 Ps AF 上 的 概率 测度 , (0, ,Ps) 为 及 - -概率 空间 . RX 
是 (9, 多 ,P) 中 的 随机 变量 ,期 望 EX 一 | XCe)PCdw) 存 在 ( 即 
EX'AEX «coo.M id (EL EX [oco MR] MEA XEF, 
Ps) 中 的 期 望 , 记 作 ECOX | DD , 亦 存在 BD 


E(CX|B) = | X ta PíCdo) ー| Xw Prdw) 


P(B) 





ロー ロト が 


DO ”为 行文 简洁 :此 处 鞭 以 后 EI ET R i E LE T E CART IR 
m xdjeXcCcor. 
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= pigs ECCO. 


ECI) どう ーー アア (・| D,XELAB AC 57) E PCT | D) — 0, TE LA: 


AEF H ACB) E PCI S6 Y EX REL LAGE B EX H 
TU HIIBIESE4E DOR T Mn SE RISICO, I.P) DS X fp B ER] 
平均 取信 . 亦 可 写成 

PB) ER B= | の Pd の ーgC7 の 。 (2.1.2) 


特别 置 X=, 
PCA| BD — ECIALBD, (2.1.32 
BB ZR PES IS APER EB 2 d BI. 
E Rt eani aR B. 4—1X:X ARrc.HIEX|x 
EIEC HAA EH RKRN. V XCVX,ECOX| BD XERE 
ERT PODOEPPJOA OX 在 人 上 关于 Ps 的 平均 ). 记 (+，|B) 是 
EGC|BWE E SACS Ce ERE. 
条 件 期 望 作为 映射 还 有 以 下 性 质 ， 
(D X20], ECX |B) 20; 
(2) a-const, Ela |B) =a; 


(3) EX, df RRTEA A az DEL OX, EY. 
Wj Y xpo. W Cdp (2.1.20 Hj & 38b pi 2x xx duod] odgk Stc OM 
得 ECD X,|B) 一 DEX, |B). 

工 , E (B, nD Hf 

考 朝 在 已 知 随 机 变量 了 = 一 y 条 件 下 ,随机 变量 X 的 茶 件 期 户 
ECXGX |Y — 30. 显然 25 B, 会 fw:Y(w) — y E PO Don XX 
条 件 期 望 在 I 中 已 予 讨论 . HS y 变动 , 即 为 的 函数 ， 

RIA Y= 这 一 特殊 情形 的 分 析 人 人手 . 此 时 YY 的 可 洪 值 为 





H ”为 方便 说 明 , 上 下 处 及 以 后 ,把 推演 中 的 :不 ) 等 式 或 述 语 成 六 的 开 出 置 于 其 后 的 
E 15. 
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150. Y—IBIGRfE B /E;Y—oBpR £p 5 发 生 . 即 ECXIY —1) 
—ECXG |B), EX | YSS ECX | BO. 欲 把 它们 统称 为 给 定 时 的 
条 件 期 望 , 就 自然 得 出 

E(X|B),o € B; 

EX |B),o € B. 

用 a(Y) Sa( (o Y Go)] xr) r€ R) =l —o(B, E) S08 xe (8E 
式 中 的 Y{ 意 在 暗示 该 函数 的 多 -可 测 性 ) ,得 

E(X|B)wE B; 

E(X |B) o € EF. 


E( X|Y(a)) & ECX |Y) lw) = | 


E(X1®) (2) 一 | 
记 B =B, B: =E., ape G 
z 
ECGX |Pw) = JJ EXB) - Is Cw). (2.1.4) 
i=] 


XXE O bx 9-82 mM BER EA F, En 9 上 
的 r.v. 发 来 有 以 下 不 同 ， 

(D al ELX |H) —58C S OlX); 

(20 较 平 滑 , BE ECX [80 1E «9 fi S T ECT CIE S 9 中 集 除 自 
E 5i PREAOBLE T ARCH: 060 EO OX GE EUSUT- ES SETS (EJ 
fü. 

5X €-—cC(B,LBD GI € A, BU B, 00 B] 4 (b 39 88 3e iX oS 
启示 ,对 S —6oCB, n22 DAE Á ELITR XR ORDRE E XL. 

定义 2.1.1( 构 造福 ) XP OS SDNEAPEE (B, AIME XC, 
称 19- np 3 pep - 

EXE) M! [pcs], X Pea) |. Is Co) 


= D E(XIB;) * Ts (Co) (2.1.5) 
AREF 的 子 o- e RX Raa. 
对 X= n ACF, 
PA (ay S EL To (2.1.6) 
为 给 定 多 时 事件 4 的 条 件 概率 . 


* - 





注 dx E IECX 9D CO o mist ib SE BEISCTE DE X 的 
JR SEE 29 29 dE CHR ER ECX [1038 X B9 fa BEOE IRE SIRO ;但 在 各 截 概 
BF CE TIS ES 2; SEE EO ERRELE. (2. 1. 50 rrr PRI 
在 如 上 一 个 零 概 集 之 外 完全 确定 ( 称 为 关于 Ps IPN AE 名) 
a.s. 确定 ; 记 作 a.s. [Px 1]). 

值得 注意 ,由 ECX [00 n] DGR IH. ECX | B)3K , ib Aib. B O8 96 rmn 
任意 集合 ,事实 上 ,由 五 E 史 知 妞 可 表 为 某 些 B, 之 和 ;B= 
2/B. 由 (2.1.2) 得 


- 


| XCP idw) = Y X Ca Pldew) 
E. 


a 


P(B)ECX| B) 一 


《27 


= SU PGJOE(QO| Bp 


[E 


2| gcxi の (o) - PXda) 


(2 


S| gcrle の P。cdo). (2.1.7) 


ÉCD.O2 HO. 1.20; GOA L D CO Pe € P. ES E SER. 
Po {PLA AE SEC IPCAY A€ 673 A p, ] 

留意 上 式 的 黑体 部 分 , 即 可 给 出 给 定 匈 时 天 的 条 件 期 望 的 独 

定义 2.1.2( 描 述 性 ) X1 X € 4 R X —6o(B, n. Az 
时 X BUS TENE ECX [G0 up xg X.0M S A up 6 BR HAC. AS (8 E 
アァ 的 不 定 积 分 等 于 对 请 的 不 定 积分 在 名 上 的 局 限 . DEZH 
E: 

(DO Z A se-npin, 

(2) | 2 の yzdo) = | XeeyPcdey,V BE S, (2.1.8) 
Wn EXIS 二 2. 

対 A € 57,42. PA G.I 全 EG, d$». 


注 这 定义 是 可 行 的 . 因为 e 2 (un S| XP BE 
V7) c-hk 9? EHME, GE X To Ps 绝对 连续 ,因此 出 Radon- 


- 29" 





Nikodym 定理 知 , 有 WT BEER Z 满足 お) ニ | ZC) * Pado) 


Y BEY. v th init EBEK ANE -个 Py 零 概 集 上 任意 
改动 或 无 定义 ， 

应 当 指 出 ,在 UC —c(B..nz1 ME .xEX2.1.155E X2. 1.255 
t. 

事实 上 , [2.1.7) 表 明 由 定义 2. 1. 109 f SE 3,2. 1. 2. SLE JE 
JRÉR.BURESPe€B,PGJOTLOBUS EX [90 Go) 8 ECX | B) i Ac 
Jr DE 32.1. 24 E. AiE € BPOS ECX |A Go) — E 
JW. Ec 6-0 NAA EXIDE 上 不 为 常数 , 则 它 
ERANA EH core TEED BIO w: ECX [2D c6) 5 
B; fl ie EXA (0) — 6,1 B 的 两 个 皆 属 于 加 的 非 空子 集 ,但 
这 与 B A FRETS. onz VATE. RK MRE B 上 
ECX |99) CO BUR BUB , h C2. 1. 8 BI f 


PB) « BCX Cw) = | X GP», 
因 PCB)>0, 顾 及 (2.1.2) 便 得 


EX |P G) = sog | XOP do) = EX |B) w c B. 


因此 E(X |P) Co) = DEX |B: Q0. 


最 后 我 们 还 乐于 指出 ,在 泡 二 olB,,n 庄 1) 情形 , 亦 可 ( 像 F 
5 了 好) 情形 一 样 ? 先 定义 条 件 概率 ,再 据 以 定义 条 和 件 期 望 . 
定义 2.1.1 (构造 性 ) RiB nz 108 OQ f) 各 -可 测 分 割 ,4 
EF BETA ER F= B. i nzzl2- 8] May 
» ANS PAR, | B 
PCGA 89) (9) A 之 OS a0 = D PAJB) + Is Go) 


(2. 1. 6°) 
为 给 定 学 时 4 的 条 件 概 率 ， 
4E X2.1.2/ GRE TEO. Sk OQ ES E 
(12 ZGo) y  —o(B,  nze 0- n] Bl; 
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(D) xi Y BESE PAB) = | Zo P. co» (2.1.6) 


的 函数 Z 为 给 定 9 N ACC AB) SE CENE OEIL Z 人 PCA. 

XX Bg - sE S, 358 HB 3 PCA [890 Ca HE E — 1 B SS. 类 中 任何 是 
个 部 关于 Peta s. WAF BIRF Pe 的 ) 等 价 类 ， 

仿 前 , 亦 可 证 明 这 两 个 定义 等 价 . 

H DI UE) IX KF Zol, nm 10 BA PEE IB RT TE a. s. 
EOXOB GRON XTREME POI MIELE LL BD 


P [o ECX |) (0) た | x coo Pas [Fo = 0. 





I (2.1. 6058,24 o€ B,OPCBO-— 00 EE PCA E) Ga) ORE Sg X. 
为 使 PCABSO (OCT 0 ERES GE XE Bo 为 CHin D p 5 
概 集 之 并 ,因而 (お 。) 王 0. 4 

PCAB, 
Pana PH "eC Bii POBOS; 
PCA), X oc Bi. 
它 是 4 关于 鹤 的 条 件 概率 等 价 类 中 的 一 员 ( 并 且 看 作 定 文 在 
2 关 多 上 的 二 元 函数 时 , 它 对 于 每 一 对 (om,4)? 都 有 了 唯一 确定 的 数 
值 . 当 AC. MEH CEN bí C up» BEEN R2. 1， 6") 
«s € Q AER POLITE) (wo) 为 58. 上 的 概率 测度 ). 
对 基 冬 字 , 它 关于 概率 调度 POE Goo BOR 4 


| XPa) = EX, «, € B, B, 


- Pcde・ お ) 
開陳 あの “P(N — 


1 





| FCP dal (en) = - ; 
= pag |, X OP do 
= E(X |B), à w € B, © B, i 
G = v. 
顾及 (2.1. 5) 便 知 , 当 o € BUR Fn. 








| XPO E n) = M EQUBO :Ta Cn) = EXA len). 
jn 
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即 由 定义 2. 1.1 所 给 出 的 条 件 期 望 函数 下 (X KO CO 在 Ps 夫 概 集 
B, 之 外 确 与 | X G0) PIdo| ) CO 相等 , 记 作 
ECX |) (o) 一 | xe» e Pedo |Z). [Pe]? (2.1.9) 
这 里 我 们 看 到 ,对 条 件 概 率 PANS G (其 在 ex € Bo 时 本 无 
定义 ) 按 一 种 方式 从 其 等 价 类 中 选 员 (此 处 是 令 PAIF) (gw。) 全 
PCA), 1 wE BJ 3B FE BE UL BROSE ECC Qo) GEE wa Bo 时 也 


本 无 定义 》 从 其 等 价 类 中 选 得 特定 的 成 员 ( 此 处 选 到 的 成 员 满 足 ， 
当 wE Bo 時 有 EOCG)(Q) — EX). 


2.1.2 一 般 情 形 


上 面 我 们 考虑 了 条 件 子 -ik S0 旦 由 旦 的 可 列 分 割 生成 的 情 
JE. 现在 进一步 考虑 多 为 多 的 任意 子 o- 域 的 一 般 情形 . 此 时 构造 
性 定义 2.1. 122 2C 3 M Hl fH fU. Radon-Nikodym 定理 为 基础 , 搭 
EE X2. 1. 2 依旧 可 行 . 即 这 时 我 们 有 

XEX2.1.3. VW GOL 5. POS IE IHE S ja]. (C 038 o- JR. 
PsCOX& PC-OE EAE. X X rv... EX Zo WI S85E 多 时 
X BERAE N LEARE TFR s-a R8 iE 
Zo) ; 

対 W BEFA 


[X coro = | zar. co. (2.1.10) 


并 记 作 ZG» SEX |2) Co). 
HY AEF ER PAJE S ELTAVAZ] Co 29 8 3E. S? Bj. 4 前 
REE, BD GRE PAD Co 78 p BILE XIV BE 多 有 


P(AB) — | ze4l め の ・Pz(de)。 (2.1.10) 





© rE- PR edERGE. loal 不 成 立 } = 一口 时 ,此 处 及 今后 铭记 作 
nig]. 


1! 25 * 





注 1 须 再 度 强 调 该 定义 有 意义 .因为 关 对 尸 的 不 定 积分 
gx A) 全 | XP(o) 在 史上 完全 可 加 ,日 对 疡 绝对 连续 ,因而 它 在 


F Lim CO X (xCD.A € 9) sean D Box Pe 绝对 连 
ik. ith Radon-Nikodym 定理 (定理 1.10. 20 知 满足 (2. 1. 102 的 
c. 可 测 函 数 ECX [0 (0 存在 ,上 且 不 只 -个 .而 有 一 类 ,类 中 任何 
两 个 仅 在 一 Pa 零 概 集 上 有 所 不 癌 . 

注 2 GgXCGPEOKR|EXIsIee. 但 纵然 EX AEX EXA 
可 能 有 意义 . 读者 试 自 举 一 例 . 又 当 | 瑟 XI 一 co 时 , 必 有 qx COD F 
-E 83 o B RE ,但 却 不 能 保证 gx COE A S EDS oci BRL UR 
E JEX | «cob .ex CO 5E; ex CORB PRIM EX 90079 a. s. 
[Ps 8 BE. BE ECX [59) CoD UC EE A G9, Pe E DL BR ULAE E . 请 
读者 对 上 述 事 实 细 加 推 完 . 

注 3 HE ECIDAE E 38] C9- nu] TB ER CZ [8] WO Bla 8] t-a 
S iR ES HL PLURI a RE — o 28 r2 ,类 中 任 两 函数 只 会 在 一 Ps 
零 概 集 上 不 等 ) 称 EC- 80S 8&3E 59 FER SC GER ER Lm EE XE e 时 
B) S dEHEX POL] 0 & EE 多 会 17: 有 3E. 多 ) 上 的 局 限 . 再考 、 
EC|8)0 CON ig XCF AXE KRAT RR En 5G. Xo RR 
PC [93 CO RGOE XT. 0x S EB 356 AAR, AY 4 と 
FOPA v- na gHxpV Bec dg 


| PLA V9) GO P«Cdo) = P(AB). 





H4 YoHUEGDuRsSE XEL, EX Aw) Xo) a. a. 
特別 , 対 (6, の の ) 上 的 r.v. X, EC L7) (9 — X (w) a. s. 

ras. src sw e o t cis [EDO] 一 
[x = EX 4 ELXIS7,] = EX a.s. 

RS 由 定义 (于 (2.1. 10) 中 置 =M 

E[ECX |&)] = EX. (2.1.1 

注 6 WA CLE X2. 1,2 注 后 } 可 证 ;在 各 为 .3 RIEF a- 

域 场 会 , 亦 有 EOLSOCOTE MENAT B EBOE EUR E SG 


27 * 





P( ぢ お うー0 肝 ,ECX | 8) Co) E ECX | BD. B li E fE d R-N 定理 定义 
出 的 多 -可 测 商 数 ECX 10 CO E X. BST MOEORTACR Lk S9 E 
概 原子 土 , 其 以 X B8 FS ROT 33 (Ls E £P 的 零 概 原子 上 ,其 亦 取 党 
数 , 但 确切 数值 属 秘 而 未 宣 ! 

最 后 了 ,我 们 考虑 EL[X1Y 二 yj 二 ?更 一 般 地 ,考虑 ECX |Yr-— 
»r]1—3,3&P Yr 全 (YtET) 为 一 随机 函数 ,为 此 需要 证 明 下 述 的 

复合 函数 定理 设 吕 为 任意 室 间 ,(2 ,ez 为 任意 可 测 空 
间 , EXU AA RA BOEERI CORR BOX I Go» si cg, 
BRD E f ep 38] i Hj. CHR. 6C RR —[ —99,-- c9] E ffr Borel 
WD, 则 有 jr C07 oe ) 8] R, CROD E B RT PS e, ti =X. 

这 定理 的 结论 直觉 上 是 显然 的 ;下 面 给 出 它 的 证 明 . 

证 对 每 个 正 整数 n 


B, 全 oS fa < EA 





2 2* k= 0. dle, 
Bas ER (an fF Co) = co } LI 
Baa S {w f Ea) 一 一 ooh, 








E BUND ELO. Eln too WU Bua EXC). RE の 域 
中 可 以 找到 A 使 得 








B. = ギー CA, 4). 


A at = Aa ーー JA. 
dre S TE BUS 
X CA, X CA, ,) ー~ Ux CA, ;3 
= Ba UB... 
PRÉS 

但 Ba QB, &, 当 了 プラ テル 时 #; 故 XOA nad) = Bo 

EAEE ANOR EARO 上 的 可 测 函 数 如 下 ，; 

eG) Puede) (MEAE). 





COS RÜBUUFPUSEPESU es 


- k & 
BAG] 一 5 ool xea, ui C0 — ` 2:15, CO. 


A k 

tr b aT A op n cm 時 有 LAX] — fo». 
5j — HB. s — ce 时 ,使 gotz) 赵 于 极限 ! 我 们 记 此 极限 为 

sz 的 那些 构成 的 集合 3 必 属 于 UN. 

比较 以 上 五 个 极限 关系 ,我 们 得 到 X GOD CCS. H S 时 定义 
g (4) 二 0, 我 们 就 把 gt'*) 拓 展 到 整个 e 上 了 .拓展 后 的 gf 是 
CAT.) SI CR ARO E BU n] 3H BR E m EL 
(の ) = gX tw]. 








证 毕 . 

返 癌 到 我 们 的 正题 虐 ， 

EE EA Yr SYET EA, FOA CRT, BRTH 
可 测 变 换 . o(Y 2 Yr BRT (Y (B): BE ARTI) 3g Yr 在 
《2,357 ) 中 产生 的 子 -o BR. ACX dH XE 2.1. 3 8UB olYy)- 
可 潤 画数 ELX loCY;2 ]CO S ECX | Yzx2 CO BE ELE ACY E 
3E 

| XxeoPdeo = | ER Py d. C2.1.12) 

其 中 OEOC[Y:)COBDIZE— T Pon 堆 概 集 上 任意 定居 或 无 定义 . F 
ERREG BRER, A HCR, 8 (RT) ) 8| CR LE GRO f BT RE ER 
go T f£ E[XIY4)(0—g[Yr(o)]. 

由 于 YOE R 中) 的 分 布 是 :对 ¥ BER), 
Py (B) S P[Yz'(D]9 P[Y; € B] = PloiYréo) & yr€ Bi 

= Py {yriyr € B} 
是 用 (CR) 上 的 概 率 測度 . 于 是 (注意 (2.1. 12201 V. BC GO CRT 有 
| zc の pd の = | EXIY-)0oPa, de) 


一 -1 
A-Y, B) お 


一 | g Yriw)] * Pay p dæ) 


一 1 
了 


[Yta) ] * Tyan て の) * Py (dw) 





gl YrGD»] . ll Yre] * Pay (daw) 


Í, 
, 


= | Orn Isyr)- Py, (dyr) 


= | gorPr。Cdyr)。 
即 対 V に (CR7) 成立 
| X(o)PCdo) = | gio P dy (2. 1.13) 


上 式 即 为 给 定 Yr 时 所 的 条 件 期 望 的 定义 式 . 特别 取 吾 为 单 
HR Cyri E QER Py Cyr — Ple Yr GO = yr DD HE C2. 1. 130 9T 
得 

AETA | X(G)P(do) 2 E[X|Yz = yr] = gCyr) 


[Yr= »J 
(RSE YT Cyr Yn nET. 故 依 定义 2. 1.3 之 注 6 在 [Y7 
=yr] E ECX |Y p (Cw) 三 常数 ,兼顾 到 ECX Yr) (2 — gl Yrtit], 
即 知 该 常数 为 gtyr)) 换血 话说 ; 当 把 ELX Yr CO BEAR OS Yr 的 
样本 空间 上 的 Borel 函数 时 ,其 在 样本 点 Yr= yr 处 的 信和 次 
EX Yr (yr) 一 E[X|Yz 一 yr] = gyr). 
XIV ACF AE Yr Ib BS AE FEE E US 
PCGAIY) = EU, |Y). 


$2.2 条 件 期 望 的 性 质 


上 节 中 我 们 看 到 条 件 期 望 五 [ 怀 | 多 ] 作 为 只 上 的 多 -可 测 函 数 ， 
可 以 视 为 对 天 在 多 的 原子 上 作 平 滑 处 理 后 的 结果 . 本 节 还 要 对 平 
滑 性 作 深 入 讨论 ,但 主要 是 对 上 映射 ECC | 多 ) :人 -> 多 -可 测 函 数 空间 
与 ECO FR 进行 比较 ,从 中 可 以 看 出 EC 890 SBIARECHOR 3 
似 的 性 质 ， 
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下 面 设 党 为 这 的 子 o- 域 , 凡 出 现 的 积分 都 存在 . 
定理 2.2.1 G)# X=aa. s., WM E[XIG]—ELlaltf]—a a. s. 
GDC YETEO 若 XY as W EXIDE S A as. 
GD GREE) Fad HEX YCE M ECoX oH BY | i9» = 
aECX |D HEY A a. s. 
证 由 (2.1.10) 与 积分 的 相应 性 质 易 得 . 
FW Et*) 一 样 ,EC' | 名 ) 也 有 其 收 皱 定理 ,归结 为 
定理 2.2.2 CO C VE IECUR UC CREE BE EO X. XL DUI 
OE ECGX, 19) & ECX [97) a. s, (2.2.1) 
Gi) (R tF Fatou 引 理 ) WE Y .Z PE REEL x v.s rov. 到 {Xn 
之 1} 中 的 每 个 X, 之 Y as E XQXZ as WA 
E[limX, の] < limE[X,|%] a. s. 《2. 2. 2) 
[或 LmECX, lox Etimx, |2) a. s. ]. 
Gii) C FE d W ie xg Ho) 着 有 sop IX, Y, ii Y 可 积 , 且 
X.—X a.s. MA 
lim E X, 2] = E[X|97] a. s. (2. 2.3) 
证 COINS X, Xma s. t h GE YR2. 2. 1 GD A0 ELX, |] 
C E[ X... |F] a. s. MR R D A R R, ak E REOS Ltb lim E 
LX.U97]15 XEFE B. X' C903 BE 5,11], HE G8 X0 知 
E(X. |E) 220 a. 5. , X34 V Bc 


| ECX STC Pe do) 一 | Xa) Pdw). 
TS 4K S£ V8 o Sic xg 38 Cg 38 1. 8.7) 可 得 
| X GPs (do) lim | ECX, I8 Go) P (der) 


= lim | X, (oP (dw) 
me H 


一 | Xco P do) 一 | ECX I1 G0 Ps (do). 
H BC (EX. BEEE 1.3581 X - EL X [57] a.s., Bf 
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0x E[X,19] * ELX Z] a. s. 
GO AUS Se PE TEE XR a. s. QUE D 此 时 
X, ZednfX, ^ limX, 5 lim inf£X, . 


&ztn n= kin 


gi Go 
) x E[infX,|99^ * E[limX, |i] a. s. ， 
kn 
由 定理 2.2. 1GD RAM ELEN EP e EL X, | 多] a.s., WR TF 
极限 即 得 
E[limX, |] = limE[int X; F] « limELX, [5] a. s. 
mm kan 
对 一 般 情形 , 取 X', SX, YO a. s. ,利用 上 面 结 果 及 定理 
2. 2. 1GiD GE Elim Ca, —6) — lima, — c) 8k E 
E[limX,|c&] 一 E[Y |&]— Ef (limX,) — Y €] 
SS ldimE[ CX, — Y) 7] 
= limECX,|9 ~ EYP), 





即 
E[limX, |] x limE[X, |] a. s. 
当 XEZ ass Gu2 Df 0 X", SZ X00.) X". 仍 用 前 面 
Te Æ B B5 5:6 5s GR UE) 3B B 2E TE PE. EXE lim (ec 一 a) 二 
c— lima, , BD TJ 48 iF 
EMX, |] > limE[X, |] a. s. 
GD BF —YsX,scY a.s. Qe D Bii GO 3r f8 
E[lim X, |e£ ] xz limEL X, 19] x limE[ X, |7] < E[limX, |7]. 
但 hm メ 。ーlim X,a. s. (S X,— X,a. s. ), 故 上 式 两 端 相 等 ;因而 中 间 
实 为 等 号 , 亦 即 
limECX, の) = E(limX,|9» = ECX |2) a.s. 
注 1 B OTJ BH nal XX. 之 Y 了 ,而 了 可 积 , 且 
X, 4 X a.s. WIA ELX.| 多 ] * ELX |] OS Z, SX YRO 
及 条 件 期 望 的 线性 性 即 可 ). 


注 2 在 G① 中 特別 取 メ ーー SL Cf 入 ) 为 .F 中 任意 一 列 互 





人 


庁 集 ), メ ー NA EEPOSE IDEC | $0 B ZR VETE, 


=| 
HOXE NPAO. D A Oa s. ,换言之 ,条 件 概率 满 
ょ =1 k=] 


足 可 列 可 加 性 . 
定理 2. 2. 3( 条 件 斑 阶 均 方 收 化 ) E XAXA 
PX, EX |]. 

WE 注意 対 テ > 学 1 画数 EGO メド" 凸 , 利 用 定理 2.2. 4(y) 中 
Bag 3EGSCRUTEXOR EC [59085 £& PE PE. BESTE X RT 
得 

EEX — ECX |7 |'— E|E[ CX, — XD i 
< ELECX, — X|'12] 


i£ 


—E|X,— X| -0, 


Ho 0o 





HAA AR. 1.11. 

fg EC-O —FE.EC* [900 EH. RHA RA AUR XL ZR E 
Holder 不 等 式 等 . 

定理 3.2.4 仍 设 凡 出 现 的 条 件 期 望 强 存在 . 

(iD)( 条 件 蕊 -不 等 式 ) 设 r>0, 则 有 

ELIX + YPI] sc C,ED X In|9] + CELIY ET] a. s. , 











(2.2.42 
其 中 
C, = [i "= 
|z. rml. 
GD (条 件 Holder 不 等 式 ) 设 >>1, 二 十 工 一 1, 则 有 
E[IXY| |] < EHX VIZ] - ESCIY || a. s. 
(2.2. 52 
Gii)《 条 件 短 不 等 式 ) VEO MA 
EZ EZ a — — (2.2.0 


33>» 


GO CE fF Minkowski 不 等 式 ) D 3E r1, 
EIX + YE] S ELIA IE] 十 ET[|Y ||] a. s. 
(2.2. T) 
2) 役 0< ァ 1 . Bil 
E*[|X + YIIZ] z ELIX |] — Pr[ IY l7 H9 a. s. 
^ (2.8.8) 
(v GE fF. Jensen 不等式 ) UE EX 存在 ,g R LARED A 
数 且 Ele OO JETE Mi 
gLECOX |A] «; ELgCX) |F] a. s. (2.2.9) 
证 0) 注意 到 人 -不 等 式 
[X c Y| C, |X[| + C,]Y |. 77220, 
利用 EC | 多) 的 单调 及 线性 性 立 得 . 
GD HE EE EBORE H 257 fap SE 155 5 DIETE SEL T lal" le OU 


i,l,1 4 
< パー オー 二 1] ) 为 权 ) 可 得 








labli Ela +t ot, 
在 ELIX | | 1550 a.s. 与 EY [9]5£0 a. s. 成 立时 ,于 上 式 中 置 


Xx Y 
一 一 + セー 援用 EC- [90 B9 £& FE FE g 
ELIX PIZ] EYII] | 线 件 性 .单调 


性 ,并 用 定理 2.2.6( 详 后 ) 的 结果 ,把 多 可 测 因 子 一 1 、 
E-[|X| ke] 


自 条 件 期 望 号 内 提出 , 稍 加 整理 即 得 . 





E: v [e] 
HRE REEE T Gi). PA AiE iE 2.489: 28 
2. 4. 5. 
GiD E GD P rss 为 pug ERE p S 1,X — IZ IY - 18048. 
Gv212 2) WEE 2E EL 2E DEED. 
当 re—IB.NIX-YIxIXI-IY|.8 EC | Htt 5 dh 
调 性 可 立 得 . 
当 7>1 时 ,由 于 | 站 十 Y= XHY XYI] X+ 
a 34: 





YY コト YF XHY A EG HF80 BE iE b. ZR FETTE GO np 48 
E[|X-YV Eg ]ED[IXI:IX YU ! [09] 
CEEIYI-] X -Y I7 59] 
«E'[|X || g]-E* [X -Y | Ie] 
-E CY rien -E*CLX--Y l7 pe] 
—GEIXUVIS HE LIY l'a 
| E UX I+Y 
当 E'[1 X Y|7]9]250 a. s. 时 ,两 边 同 以 除 之 即 得 证 . 34 EUX 
HY F= B3 Sk ur B 78 SARADO AER. 
OPERA c Of 1X e. HEX COJ BE 5130] a PCR CO 
有 实 值 非 降 函 数 A 可 使 D — p GOIBAGD (zx 一 y)( 当 gy 存在 时 
取 AG —g' GO dE — Bf F wj aj XX ÀCy) sup Eti pun, 
ELR PE + 二,y 一 EL[X| 名 ], 再 对 两 边 取 EC- CERERE 
调 性 .线性 性 及 定理 2. 2. 6 就 可 得 E[g(X) | EESgLECX 19) ] a. s. 
2UE OX XX. S 


X, oman 
-| n, n X; 

—m, X Zm, 
x =l X, 一 mm 过 Xi; 


| 一 m, デー om. 
于 是 reo 時 Xna Xf] m—conf X, 4 X. MULE 

Elg Xma) EC £9) ] a. s. (2.2. 10) 
LECÉEXEME2.2.2 0) "B 3c HL RLEE. X, HWAT X 就 有 EX, 0 
ECOCISD. IR g EB, {Xn nDl) A Xn ER OL SgOGOOAET Bü 
$2 y—gGOB EB E.g Oinzs1)^gOLO E 
(g QC D nz) CO. 总 之 noo 时 OL RE OLD 于 是 
对 (2. 2. 10) 两 边 取 n— oo 8] BP) BEER. ,运用 定理 2. 2. 2 CO REOR 

Elg (Rm) |] Ze gLECX, V7] a. s. 
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XB] X, 4 X OS m— col) X EA A m mol AI BEER T] RR 
可 得 
E[gCX) |] ze gLECX |99) ] a. s. 
推论 2.2.1 i p1.X EIX |^. Wj 
|ELX |29]]^ « EE: X 1^ ]97] a. s. 
证 在 条 件 Jensen TÓXGXSPCE gt(z う 一 [xl*.pzel. Bü. 
推论 2. 2.2 Æ EX TEE. BU 
[ECX|99)]' EXT | 区] a. s. 
EX] « E[X ^ 9]a.s. 
证 d X'—maxCX,0),X ^ = max- X,0) 9153 Hn. 
B 82.1801 EC- | 60 是 在 C9 BO ERE E B5 FOR is PR. EB X dk 
的 每 个 原子 上 未 必 为 常数 ,但 EO [Sonde 99 898 I T- EOS E 
数 ; 并 且 当 原 子 B 有 正 概率 时 ,该 常数 为 了 在 Br 上 (关于 了 ) 的 局 
部 平均 值 ECX | B). 
"HT ELI BL, an SR E C8 9 5g TRICK b X DON EROR X A7- 
可 测 时 , 因 对 每 个 实数 = 有 三 "CoD € 9 ge Rx d ELO SEXE 
子 Et | 各 ) 对 它 就 不 具有 平滑 作用 了 .换言之 ;此 时 有 ECX |A — 
Xas XX gà HH C2. 1. 100 ZRBE B HE CUL GE 32. 1.3 注 4) 我 们 把 它 归 
结 为 下 面 的 定理 ， 
定理 2.2.5 # XES, WM E[ X [69 ]— X a.s. 
把 这 定理 予以 推广 就 得 
定理 %.2.6 設え と 学 。 則 だ (XY タダ) キズ gp(Y 99) a. s. 
(2.2.11) 
证 i X—I?.B'€8 BI.diX2.1.3 8: 4E RR BC I9 8 


| EUY I1) P. Go) 一 | Y Pido = | Y ア (do) = 
B JOBS 








| EQ | うど Cdo) = | I4 ECY |) Po (do. 这 表明 
HB' B . 


EUY |9) = Ip EY | の ) a. s. 
由 此 据 EC] BOR HE TERI Ag 25 X 3b 史 可 测 的 简单 函数 时 


a 3f 


也 有 
E(XY |) = XEY F) a.s. 

当 XS — Re) S-a en CST. a FL — a e- T 3 9 f E a 
+ 单调 地 通过 之 . 于 是 因为 ECXQY [6 — XEY |F) a s. 
(Crs XY & XY CE XQY 4 XY), CUA X, ^ XOR X, X] 
BO. RES fe SEE F2. 2. 2CO ELI 

XEY |8) = lim X,ECY |2) = lim ECX,Y 1) 
= E(imX,Y |9) = ECXY 5) a. s. 
Hil 
ECXY |9) = XEY |99) a.s. 
证 毕 ， . 

特別 丁 (2. 2.11) 中 皿 Yー1, 由 定理 2.2.6 便 得 定 理 2.2.5. 

这 样 我 们 看 到 EC 198028 BOW 经 可 测 的 民 无 平滑 作用 ,而 且 
当 拒 EC*| 深 ) 施 于 XY 时 ,如 其 中 有 一 个 補 - 可 測 因 子 , 赤 可 把 名 月 
EC* [505 内 提出 . 

3 外 , 朗 ダグ つつ 補 紳 と 域 . 則 因 宅 休 前 原子 -个 比 另 -4 
的 大 ,从 而 算 子 EL | 辽 ],E[* | 人称],E[* | ] 的 平滑 效果 一 个 比 另 
一 个 强 , 即 ECX | 60 — X a s, CAE HE DS ECX 180 (6 X SEHE 
(XFO EX S80 X6 SE. 是 可 以 想 死 :对 X 先 施 以 E[ - [9], 
把 得 到 的 ECX [c8 0 8 HE EC« | 多 ) 加 以 平滑 ,应 与 直接 对 X 用 
算 子 五 (* 1 ) 来 平滑 相当 . 即 我 们 有 

定理 2.2.7 EZTET ot, MA 

E[ECX |9) |? ] = E[X |2] = EDECX |P ) | 9] a. s. 

证 D ECOX H9) € 99 CC, BR SS — 1-36 d E HE2.2.6 
2. 2. CO 3E fH. 往 证 第 一 个 等 号 .由 定义 2.1.3 知 :对 ¥Y Ac S" dg 
| HEKO ie TP (do)= | Eten Pacha) 





一 | zo = | ECX |F ) Po (de). 


E[ECX |) | ] = EX |99" 3 a. s. 


(0375 





合 定理 2.2.6、2.2.7 可 得 下面 的 定理 . 
定理 2.2.8 dp 9 CwG.Xcv,.Wa 
E(XX' |E) = E[ECXX' | 45 | | = ELXECX' V9) | ] a. s. 
d SLE C —oQ)Co(OX, Y) Sc, i] f 
EC(XX'|Y) = EX - ECX' | X, YO |Y] a. s. 


$2.3 条 件 独 立 性 


在 初等 概率 中 我 们 就 知道 ;车 两 事件 AB ME PCAB) = 
PCAY)PCB) ,就 称 A.B 相互 独立 ; 设 2 .2 是 两 个 事件 类 ,上 自 每 类 
中 和 芷 取 一 事件 ,车 它们 独立 就 称 名 多 :独立 ;两 个 Tv X 了 ,车 
由 它们 所 产生 的 子 と 城 vcCX) o CY E HM A 5p Y 相互 独 
LAR X SYRRA ES xY |—EX-EY 等 、 

进一步 还 有 5 一 zx 条 件 下 了 的 条 件 期 望 定义 为 


gt7 ほ ニー の ー| polzdy， 


其 中 PC la) e £803) p Ge y) E CD R A EIE p Gr) 


= | が rry)dy 是 的 边际 密度 .而 当 上 与 ?独立 时 pO 一 


(rb. " 
PENZ o pu QD MATE E[9|£—x]— F spo)dy 二 Ep. 这 就 


是 

定理 2.3.3 若 子 d 域 多 与 可 积 rv. 总 所 产生 的 子 c- 域 cf 和) 
相互 独立 ， 则 EDOXI]-EX a.s. 

证 对 Y 4E 多 ,由 假设 知 交 与 筷 相 互 独立 , 故 有 


| EX ISO Ps (do) = | XP - | rx Pato 


= EX) = ELEX = | EX - Poldo). 
A 


申 上 式 対 一 切 Ac WA ni 
E(X|9) = EX a.s, 
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推论 2.3.1 著 忒 与 站 独立 , 则 E[XIY|-EXa.s.i AS 
c? Wr. UH; PAIS — PCA. s. . JE AR CBS XE 4E fI X000 5 
Le LOHESENEUX | LO.) 1 — EX. a. s. 

与 上 述 独 并 性 平行 ,也 有 条 件 独 立 性 概念 . 

定义 2.3.1 设 纪 .2 是 . 的 两 个 子 集 类 ,各 为 给 定 的 子 g- 
城 . 若 対 任意 AS€ D ACDA 

PAALA) = PA |) - PLAS) as. (2.3.1) 

就 说 事件 类 CO, E 印 : 在 给 定子 e F BL AR ERG. 

注 1° [BS A ACF toic S 时 条 件 独立 :这 
是 因为 
PAA LF I= EL [57] = EUa * DE] — Iu, 

= EU F G E[L, (59, — PCA L9) PCA RD 

‘其 中 用 到 Lua — Li DL, KE 882.2.50. 55 — 35 iii d RR 6 — 
D” WAY AEF 有 PCO-PCGOD)SPGOPGD.PGI)— 
PAD = PCAYPCOD , dit A 53 Vh xr. D i D e Eg o? Xh 
立 .由 此 , 福 意 定理 2. 3. SEI CAL€ £20 PCA A, [80 — EG a 189) 
— Ela — PLADA PA|A 2 PCAO G1,22. Bl, PAA] 
P= PA [92 PA I8) Hl PCALAO) —PCAOPCAD. P& 3] i8 15, 
Bi SE PF CHSO YE 68 Emh acf Co E CE 8*9 P o B 6 — (0. 0E S] 
的 条 件 独立 性 就 是 通常 的 无条件? 独立 性 . 

2^ HK r. v. ,在 一 定 条 件 下 考察 时 可 能 获得 独立 性 , 变 臣 条 
PF JR az HI rov... IE {Xn Il) d& — S jh y BO SEE r. v. rSn 


= EX. RE rv. BIS nm ERKA. 然而 ,倘若 正 概率 事件 


:9 一 起 发 生 了 , 则 注意 到 X .大 :和 :独立 ,3 与 XR 
PCS = ilS, = k) e PES, = 5S, = 4) 
PG, 一 ioa = b) 。 PES, = Jeso = $} 














PES, = $) PO, — b) 
PX — GX,— ho PG, = kX =j- 


* 39 5 








PG, = &) FS, = 
PX =De PX Ssk De PX, —j— の 
ーー P(S, = $) - 


而 


P 5 =i, S RS = |) 
PES =i, S= j| S= 4) (Oi ac] 

















PES, =k) 
PX, —i, Xs hi ーー だ 
B PiS, =) 
POX,—D-POOE,—£&—D- PLX =] A) 
Nu P= k) . 


故 有 

PG; —i,$,—j|$; 2) - PG, —i| S,— 4) PCS,— j| S4 — E), 
或 者 写成 

PES S= i = jS = PCG, = ilS + PES = j| 5,5. 

著 把 S, 的 足 标 理 解 为 ~“ 时间”, 则 随机 变量 5. ,Ss,5; 可 分 别 想 
象 成 过 去 ,现在 与 将 订 侦 然 发 生 的 事件 . 这 时 就 可 把 上 向 的 关系 作 
这 样 形象 地 表述 :“ 在 给 定 现在 的 情况 下 ,过 去 与 将 来 是 条 件 独 立 
的 . "事实 上 ,认定 1.Y.5, DE" BRE" r v Sono SUNT RET, 
而 S. 5. sg ORC BIDS 822 m0. RE ELUEBI EE" 5j 
“将 来 "在 给 定 “ 现 在 "之 条 件 下 ,是 条 件 独立 的 ,不 仅 独立 rr. 的 
IERI S. BEE, EAE rv. PEG nz 1H HL 7 Markov 
链 时 也 有 此 性 质 - 

另 -- 方 面 ,独立 Tv 在 一 定 条 件 下 会 失去 独立 性 . 比如 , 设 
[Xe 之 1} 表 示 成 功 概 率 为 p 的 Bernoulli 试验 序列 ,S。 一 D X 
W PIX, —1|5$,—0) 2200 — 1,2, E PiX = 1,X,— 11$; — 0) 
= 0. 

下 面 的 定理 给 出 了 两 个 子 域 为 给 定 第 三 个 子 -RERA 
独立 的 充 要 条件 . 

定理 2.3.2 Wü f o- M 史 、 名 ,为 给 定子 a 域 多 时 条 件 独 
立 , 当 县 仅 当 对 任意 的 BESA 


* 40 = 











PLB,lo(39, 9) ] PLB, E, VE PB SY als. (2.3.2) 
证 注意 (2.1.6) 知 (2.3.2) 即 
EUn |, V $9] = ET | 7] as., (2.3.3) 


而 9.0, i8 ug 9 BEAR PESE AEA BI LSSETEEBU B € 9, 5,€ 


Eaa 7] = EUn I] EU F] a.s., (2.3.40 
现在 只 须 证 (2. 3. 32.3. D. 但 天 


HE 


(2. 3. DZ Jg — EL Is Ho, |] - ELE Ga Ho, |) V 9) |] 
EEU EUa F9, V DE] als. ， 
Z4 m EGs DEU, [FE EUs EUs 9) 08] a.s. 
[Cl 00, 3) 依次 用 到 定理 2. 2. 8 58:82. 2. 6. JA i (2. 3. 40 Bi 
EUs EUs [5 V 9) | ]— ELI, EUa | 1689] a.s. (2.3. 52 
Bk FLA EC? 3. 3263 (2. 8.5). 
& uEC2. 3. 30 (2. 3, 50 E (2.2. 30 PELLI EL RER 
ECF) , Bl $8 C2. 3. 55. 
FIEC. 3. 50-2 (2. 3.3): 对 任意 B€ 19. HR O23. DAA 


| a Eds, [59 V Pa tda = | L EG, I8 Pa (den, 
Ep 
[p Eus Ie V の Pd = | gl の Pd の 。 6 
但 是 EG; [95 V 80 5 ELT, DIRE 9, VETRA, ENE - 
切 形 如 BB1( 其 中 BE€E 史 ,BE 名 ) 的 集合 上 的 积分 相等 , MER A 
SI(BBIB€U.BI€ S, MAU EOS BSN =E, B= 
ílü] 4 —:). 8 lj o(60 —o(9,99) ma CEUT ) S em, V wo, EE 
EG, [8 NV 06)  XCe 0, y 9o), 





Ed |i) & ZE & C 8, y 99), 


则 (2. 3. 62, HU | x= | z. ョ 4 cQ E x BEES. BA 


r 


,at Ê |A:A ES Vy s,f x 一 | z). BEETS. 由 于 可 各 两 
数 的 不 定 积 分 作为 集 隔 数 有 可 列 可 加 福 , 易 让 .YY 售 上 ,对 和 集 , 真 
zz fe M EE) ER RS HA, H av Jg A- 28 IR IC EH XE P 1.3. 3 90 o^ 
DF) =% V CL 即 对 W AEZ NVA, A 





| ECL, |, V YPCdw) = | ECL, | 9) P (do). 


这 就 表明 :有 NC 满足 NE VER POND —0,. m 
EL | V F] = ELI, | 和 :Cw), 当 wE AN ht, 
Ep 
E[I; i9, V $9] = EHe F] a.s. [Pe ve]. 
此 即 (2. 3. 32. 证 毕 . 
jk BÀ TEPEZ.3.25)."99,.:9,9 3E "9 IN Ae HE T Sr" — dE. 
还 有 以 下 三 种 等 价 形式 的 命题 ， 
1* HY DEZI J& rž, H $9, o(2) 
PDS, VS} = P(D[S9) as, (2. 3. 7) 
2° XIV DE G7, E n-2E 9, — (02) 4 —1,2)8 
P(DD |5) = PID) e PID EY as (2.3.8) 
3 HAXA A Srn WH JEX a 
E[X|c& V 9] = E[X|E] a.s. (2.3.9) 
“ 签 详 其 证 明 , 可 参看 [1]). 
由 2° 易 知 : OO P) ER r v X, X, M BE Co- BOSE Bf 
Edd OVV Cz,… ,zx,)ER" 有 





PINE <] = [| PX < rs) aso (2.3.10) 
i= i=] 
由 3 可 得 :r, v. Xd X, i 6 EY, IEX, oo, 
则 
E(X | oC? U XDD} = E(X.| as. (2.8, 11) 
推论 2.3.2 i 9G —1.2,3 CE TP o-i. 8n oC L6) 2 


t42. 








UM ELE 多 独立, 则 00, S CELCEE AR PLE OD Ye Re 8 XE COELI OE PE TR 
x B9. X OX dE REB A rovs LR ER EEX e, M 
EX V ,| = EXA] a.s. (2, 3. 122 
证 注意 条 件 概率 的 定义 与 条 件 期 望 的 性 质 就 知 ,对 AC 18, 
(G — 1,22) f E Jy lib A 
P AlB) = EUa [852] = E EUa EV 89, ]]89,) 


us 12) 
=E(ll EUa, | YY |] ES,} =E{Ta ELT,,] 1} 


= EG) © EU (a) SEU [5] * ELE ie] 

= PA) PAA, s 
[COD BE XE 882. 2.6: 20 , GO PP E34 2E 382. 3. 1]. 既然 业已 证 时 了 给 定 
多 :时 C9,5j CELA A VETE HIE RE2. 3. 2 就 知 有 

E[L, 18, V 8,] = ECT, | ais. 
A 
= (XIX ZR 0.X UU, 可 测 且 满足 (2. 3. 12)}， 

则 易 证 € 是 单调 系 5( 即 由 Xo XEHE 0.00. RET e XL 
o X,€ 97 X 3$ X Xm, C200. 既然 对 每 个 41 E 
GR I, € 2C. Tfi CU ES o- LUE RR ELI 4100 RD XE A dE fh 
的 S, RTN BRE X 0802.3. 120. 成 立 . 对 于 任意 的 9n] BE X — 
X* — X^ 84 X* .X 分别 引 用 上 还 结果 即 可 得 知 其 亦 满 足 (2. 3. 
125. 证 毕 . 


§ 2.4 正则 条 件 概率 与 正则 条 件 分 布 


2.4.1 正则 条 件 概 率 
由 定义 2.1.3 知 ,给 定 史 时 的 条 件 概 率 为 
PCAS = Eis] vw € Q,A C ^, (2.4. D 
而 由 定理 2. 2,1(i) .00 可知, 自 57. HER LA EPOR. 
0 x PCA | の) て gp) xz 1,4 (2.4.2) 


* 43a 





PLAIS) Cw) = 0 a. s. €GPCAD) = 0, (2. 4. 32 
PLAIS) (9) = 1a.s, €sPCA) — 1, (2. 4. 4) 


inixp5 (p -3]m FRSELAS azll.di$2.210274 





POS AIE) = DPOB) as. (2.4. 5) 


n l r=| 


若 寻 每 个 nm 裕 1 还 有 ATA 5 或 对 每 全 ARmUB ADA), WME 
定理 2.2.2(G) 可 得 
PClimA, の Ce) 一 lim PCA, [99 (c) a. s. (2. 4. 6) 

*Xpop kEGGX wap We BRE. D (2. 4. O 3E BD LE 8 中 的 東 
Anl) E limA, 各自 相 应 的 (关于 党 的 ) 条 件 概率 等 剧 类 中 各 任 
取 -- 了 次数, 记 为 PCAs [00 CO, GDA P GmA, H9? CO. 则 就 有 
一 零 概 集 ONCE ERA EEG eS Xo E, H âi» As S lim, 
ALDAE: RTE A eC N'VISÓR PCmA,! 9) Cw) 53 g 
PCA, E) Co) B ER RHE. 

须要 强调 指出 LER OE C£ RIE PCS [00 COM EDS Sx 0 
Au — 3n CA o0 eR y , 基 満足 

” 当 从 .多 RRE APCD COA oe R9 EROCRE S-E 
Wi, ENY GESA PA の Pdo) = PLAG). 

2” 当 从 如 中 取 定 名 时 ,PC [80 (90 f E 28 4 的 歯 数 , 却 末 必 大 
D 上 的 概率 测度 (尽管 (2 和 2 一 (2.4.57 似 乎 给 我 们 以 概率 的 影 
象 ; 但 由 它们 无 论 寻 何不 能 断言 存在 这 样 一 零 概 集 N ,使 wE MN 
时 ア (の)(e) 即 方 多 上 的 概率 测度 , 比如 (2. 4. 50 dE HH EF 0 
PHRA Anl A HR PE RS SE BEEN — NCA RnZE D. EC wE 
六 时 该 等 式 成 立 . 但 据 此 不 能 得 知 UNCA nz D € REUS E 
TAGS HS I. 

EHER ET OEPS 00d rag M E sr 
WR PODC COREE 四 时 的 正则 条 件 构 率 ; 而 天 关于 它 的 积分 
恰 为 给 定 只 时 ,X 的 条 件 期 望 , 即 对 每 个 EDN 有 ECOGCIS (os) 


LET 


= f X Go) PClo|) (Go,) , 这 就 是 我 们 下 面 要 谈 的 . 

E X2.4.1 Ub 9 5E ue» C RT et. EXTIA 
ト 的 函数 4, の ) 若 満足 

CEM) 8 6CG230e BER, PO ag 5, E BS EE EE i] 





B, 
GD 《条 件 概 率 性 ) 24657290 A 取 定 时 ,P(A,*) 为 从 上 的 
補 - 可 測 画 数 , 満 足 : 対 VC と 学 有 
| za ‘ww Pa (da) = PLAG). 


就 称 PO, HEE V AA EIE AR HRE. 

特别 ,车 デーc( お (を EO, P) E BI BE SLE RO SERE 
POR ERF A KEMERE. 

注 这 里 提请 读者 注意 ,给 定 SARE G F OX 
EF cR XDPOIS000—i(PCG [8200 0:AC€ 36) ,其 中 
PCA[) COR B A XT 9 KRR E IU] 5 p 3S p FERES SE 0 — 
T. TENES LPMA RHET: MAAR 57 " 9.Xp 8p A 
(E 5) MK HL T A PEE 73 orh Eie TE A E se Ji f aj 
的 条件 概 率 PO [550 CO SS RE IE DI AR FEE ECE SE. E UA x RR 
Eme XL [4 )fi 6. 1. Go; mE NUS Bg 7 ts e, SE p ih iE RJ Ae Pp ERE 
来 :其 实在 定义 2.1.2 之 后 我 们 已 风 到 过 这 样 的 倒 子 了). 

DAMRI OU 与 多 有 正则 条 件 狗 率 存 在 , 则 对 SVG 的 
Y e- 域 ?与 609 BRAR Box 3e WAR O58. 

如果 +.v £ XT 78 BUE BU ZR (OE TE YE LO £ 36 T 09 E ARE 
期 望 能 表 为 上 关于 该 正则 条 件 概率 的 积分 . 即 我 们 有 

定理 2.4.1( 息 分 定理 ) E000 VUE MT t, PCA) 
SPA wE E S OUS ER ENRE. E RS RENE BOR. 
| E£ | coc. 出 





EE (ww) 一 IKE . P ida) a.s. (2.4, 7) 
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证 設 を 0( 在 一 般 情 現下 可 対 む XA EIOS 
GE — (B.6 m 0,€ DS S7, RENE BUR C2. 4.70 成立 )- 

di PC Of EMER AT oc. PLCOS POS) ディ 

上 的 概率 测度 ,因而 
PAA = | ada? = ae Pd) (2.4.8) 
d PCG,-OB89 26 (ETE E IE RA ACFA 

P.(A) Ê PC4,・) = PCA|)() a.s.。 (2.4.8) 
HoBOPCA[S0CO RB A ACT F 09 A& HEBES 09 E Ur 2S PEEL RU — 
个 ,注意 (定义 2.1.3) 

PCGA[) (*) 全 ELIZ] OC), 
合 上 式 与 (2.4.8).(2.4.82) 于 一 处 即 得 
EU |Z] Cw) = P(A) = IZ (w )P.(dw ) a.s. 

XCERBPE IQ) € 2€, ti AC SCELUS EDU. AC 
S. 

再 由 条 忻 期 望 EC- |990 5 dE S8 08.9, n 3] COE T CREME E 
PORRI EA ERE TE EL ER Ja i| FEST n DC 是 单调 系 , 注意 
到 57 -ik o. A m BEXESRILA.1GD Bp An c A BUB dE F- 
af BU BR Sx. Xx EE dE I]SE EUH T XpOSZIC ,存在 零 概 集 NOF 
る ) , 当 ge AF 时 有 

EIG w) = | ecardP.cdar . 

我 们 再 看 一 个 具体 的 例子 ,以 便 对 上 述 概 念 与 结论 有 更深 刻 
的 理解 . 

例 2.4.1 RES EDE, A PY RORIS LP) E BS AR ER 
随机 变量 ,其 分 布 函数 FG n) PO Ln, hcr PB XE YE SE LB 
有 Borel A% 了 满足 

OD Flr) = M 日 7e.ods e. e Č frr) € R, 

KE ニー = — R x sS 


* 4&5 t 

















= {RX D.Dc 365]. X[ o 一 X13? 定义 


f(z} = Jf Dd, 
QD € 
六 eco 一 | ナナ, テ う ds . 

(iiy AG | ーー 若 Fala) >00; 

mA AY aT | Fil), XP flr) =0 ・ 
由 Fubini 定理 {定理 1. 9.1) 知 f,Ce AE R 上 的 Borel eg X& A mj 
Aian flr: Æ A= R EK Borel eg ft. 

对 BEH = H w= ir pr  ENSR EM 

Qv) PCB,o) 会 | ts|x)ds - 


Lestera 2E E] 

则 (注意 当 us — Gra! 5 e — (x ax WE x2 x" BI gh 
PB m) — PG ) ;YY (sr) EB = CE B"]IN 赤 
有 PG o) — PB". a0. 8S t B 是 二 维 集合 ; 但 当 名 国定 时 
PCB,w) 作 为 B 的 济 度 ,本 质 上 是 一 维 的 ;其 值 为 jj 人 (|x;}) 在 8B 于 
X SER ERE EK Lebesgue 测度 之 积分 . SEE P.CB) S PCGB a) di 
Poldo 2 5 f, G| xids, HP w= Gon. w= Cur). 

1^ 对 每 个 o€ R*, PIR, a) ,— 36 E Bg —A E N BE. 

2^ Xp fg BEF o PB, w) f rÑ) Borel 函数 (因而 是 字 三 
cCE n WAD, HX] BE .与 ASSRX B,CTE-—o(15) 有 

















| PG dP (o) = LP pac 3 c far dr dr 


= Js [. | | f, Glzodi | fC dr dr 


~ Ha ・ 
[ets rp E] 


= IN Í (sl テ 。)・ zodz。 | ds ldz 


LaG e H1 





- Mi | f. GE ds | 人 Go)dz。 


un [RI e | 
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一 | Fts, zdsdz, = PCBA). 
Ion IE お 

HE EEG € 2.1.3. BD A Eo PCB DO (GO (IE cR. B C C VA TEROS 
足 : 対 V AQESEUN 

| PB Dadar = | 4 の dP の ー ア (84) 
ト 上山 式 比 照 之 即 知 有 
PUB, a) = P(B] Sle) as ,对 每 个 BE F m ES 
因此 PB, aE A UP L E SSE OR — EI d PEE 
=, 

FER, Q— RR Lf T Boe 画数 ALEC] = AlE Go, 
£ Go) JH | EA ,62) Soa FH EM. 4. 1 就 得 
Eh EOD |) Qo) 会 EGG ED |E} (o) 


= f hi Ea う 1P。(d の ) 


D-g* 





NIS s'a) Ptde ) 


[i 
1 


| | + [| な (デュ アア Cd の ) 


(FB cale Gr er mr] 
= | Gri Pu uide = D Genf GL nod a.s. 
[COD Bi B Gon. 4 BOF BE PIB)S P a —0). Bf 
O) Elh i) |ë) = [ 56.8) GE ds a.s. 
Borel 函数 A Ce leo RARE G = c.p OR, MEE , 
Fiz lr) = P. Atelea FAEG =r ité 的 条 件 分 布 函 
So | Axzo/,G で Iro)ds PEE Ea = cs BACE ED 的 条 件 其 
望 , 记 作 ERE ,84) I6 一 x). 
特别 , 令 B= {w= {Disce ACE E) =l M d G0 f& 
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PCGI EC = EU sQa! 2] &] Go) = | date Df G0 Bods 


= [GEM = Fio), 
Bii PG, CT IE = FG 1&5. 


1.4.2 正则 条 件 分 布 


RIE A,A, LEJ rv. E UCR, 30 28 RC E 8] . Mj 

由 
PaB) SP IB = PEER], B € 9 

所 给 则 的 B ERER IIE PICO ft £ B9 OERO 2) 38. 

叉 由 前 迷 , 鈴 定子 ヶ 域 補語 便 可 作 一 条件 板 率 POLE) O) 
《对 每 个 4 和 到 ,和 其 关于 丢 的 条 件 概 率 等 价 类 中 任 取 定 - 4 BU 
RO , 它 是 在 の X. ダ 上 定 叉 的 二 元 画数 . 我 何 称 宅 在 AXLE) ER 
限制 





PIAJE je € Q,A ED S [£^ B,B € 35] 
A EXT FARRE. Hata E F 
PÍCB,o) & P[£ BI Z](ta), e € Q,B E 36 
诱导 出 的 定义 于 站 X 汤 上 的 一 元 国 数 PIG. EET oc 
条 件 分 布 . 
TR, H BCCGO BERI PE. OO LAI ap eg n 
RINIVCGCCOCUHUN 


| PEG std | PIE BI] cn. o) 
G du 
= | Et E ]GeXP «(dan 


— 4 のか do) 

= PG cB, 
fa*4 «Ce Of sg WE. PICO so) fJ 67 p RU ERES ADOS IL de .次 
上 的 概率 测度 . 倘若 是 时 ,我们 就 称 PIOS. 09 B XOT GE KHENA 


* da 


件 分 布 . 

PME POE OREERT c MEN EE, 
PE(*,*) 就 是 关于 党 的 正则 条 件 分 布 . 上 反 过 来 ;如果 PEG 
& 英 于 吃 的 正则 条 件 分 布 ,后 面 我 们 行将 看 到 , 深 上 一 个 毫 不 疹 刻 
fr) B Bu 2 PE ,就 馆 可 推出 此 时 关于 E mE MA PESE SER TE TE. 

DIERA R, H ERTE AENEA DEEN, A SE 
理 2. 4. 14% (DL RO E R. 3€ 40] I 给 出 下 述 明 确 的 定义 开始 .来 展开 
这 些 讨论 . 

XEX 14.2 955p Todi. RRATU, DOH rv. 
ELENE DE SE PCO = iP Bw): BE SB, e € QE 
满足 

ORE «CC 8 P? Coo) E S8 pEmpgmpss qm 

で ) 取 定 BE AE PICO, OE 87 B 关于 名 的 条 人 性 概率 ( 即 
为 史 - 可 测 函 数 , 满 吓 :对 Y Ces | PEB, Pdo) = PEG N 
4 1B] ;就 称 为 5 关于 多 的 正则 条 件 分 布 

当 PE(*,*) 为 £ 关 于 名 的 正则 条 件 分 布 时 有 如 下 的 积分 定 
理 . l 

定理 2.4.2( 局 限 积分 定理 ) R PEC., O= {PFB wE 
QBER Hrv EXTREMES. gO) E RC ZS fj 

R EBJ Borel HA, Bit Egt£odp TE. 则 有 
Eg |] = | gDPE dard (2.4.10) 

证 ”注意 到 PÉPCSS 0 £X CF Ru) D A (E Ayo dH 
girir) (BE WORA 

ED | 9 ]G0) = Pili ) € RE) (o — PURE ton 





i EE - 
=P (Bw) =| PE (dz a 一 | Falar) a Pida, w) 
K 


KDO, O05 8 ELE X2 4. 22: CO, GO £B 1B 1. BI ERY. 于 
是 令 
££ {BBE Æ), 


易 见 C? EE, o(EP) — S6, A 
JC Sigigm0,X FOGe npHW HOMO. 4.10], 

则 不 难 验证 党” 为 人- 系 - 

既然 上 面 证 明了 .23 aAA Ie BEZ A E r, 
由 定 理 1.4.1G) 知 多 A — UP dE $189 sCé2) —.6- np Su By p Xr. 換 
言 之 ,对 非 负 的 Borel 函数 [見 $ 1. 6 ]e Cr 18 C2. 4. 100. 对 于 任 一 
Borel 函数 e(O —[gGD]' —[gC] ,就 其 正 . 负 部 分 别 作 上 述 推 
证 即 可 ,如 此 定理 获 证 . 

注 当 上 的 取 值 空间 为 任 一 可 测 空 间 (. 学 ,过 (2 )) 时 定理 
JE. 又 , 由 定理 特別 可 得 


ELENO = E .pr (dr, a 


下面 的 定理 表明 , 当 き 甘 王 宅 前 正 列 条件 分 布 存在 時 , 列 在 
一 个 毫 不 茶 刻 的 附加 要 求 下 ;组 应 的 正则 条 伴 概 率 亦 存 在 . 

定理 2.4.3 UE C RE GO, PO SI n Z5 8] CR 52). IE R9 BG CL 
d ESO REC 的 子 ヶ 域 , 如 果 7 だ (お jp) (BE wE N) E% 
To STIEWUZE FEAT TE. X 

EUD 5 Eww € 0) € x 

《 即 二 的 值 域 为 取 值 空间 的 一 可 测 集 ), 则 XOT A BUE | d PEG 

证 WPCSOREXTIO BIEN, Eg 2.4.2 
GUT 

[の = PE H9) o —-—P[QUIZ]CO-—10 as. 

4 Z-—iwiPPFCQOD.a)551),9 Zc:? B [2 ク ] ニ oc .对 每 个 AE 
cO, BEZ 使 4 オー ジー お 4 電信 
PG o) ZH PEZ, (2.4.11) 
PCA), wEzZ, 
现 证 明 该 二 元 函数 PO, EEA, w) EEE- -确定 . oc 
ZR PRAWIE. S ec Z 时 , 则 可 能 有 .办 中 不 同 的 二 集 五 .有缘 
WEE B SASE (但 因 道 象 运算 满足 对 六 、 交 、 差 的 分 配 律 ， 


"Al* 








注意 到 BABB BOUCB,— BO ,就 有 
E(B AB = (7 BOAG お) 三 4A4 テ の, 
JZRBH BARCUD. AT Ct og X2. 4.202) 

PEB AR o) P? [(£GD) o ]—0. 
ELER — PÉCB, — Bj, 0 tH PIB, By a0, P8 H5 88 88 PECB,, 
e) PFCR, a0. 这 样 当 wEF ACON, S o S8 中 不 同 的 
B,5 B,u[pd £7 B,— ASE B, E H8 (O2. 4.11) 所 构造 的 P(A,w) 
取 值 还 是 一 意 的 .由 于 已 (4,w)y 是 由 正 员 条 件 分 布 PP CO, 用 
《2.4.11) 给 出 的 , 依 (的 定 广 易 验 明 :6 妆 团 定 eC C OD RE. 
Po) RE oC) 上 的 概率 测 庶 :fi)y 当 固定 ACC o CEDE PCA 
是 笃 - 可 测 的 ,满足 对 Y GESA | Pea ) Pelda) = | pra. 
w )* P«Cde/) = PIGN 1 B] — PEG(YAT. BB d C2. 4. 30 89 3 K 
PG o) f n] PERS ERT E B9 — T IE DU A E BERE. VE HR. 

最 后 ,我 们 来 证 明 随 机 向 量 与 随机 序列 的 正则 条 件 分 布 存在 - 

定理 2.4.4 4 £— (5,80 & (0,57 P) E RS BE DL] ECL E 
是 子 o-f RUE xg 9 Bp € BG EI AR PE A ETE. 

证 Ariska. AI AEri Ae ADS 
CS] 人 £^. B Ant A AEP ISa], RR A, 共 合 
可 列 多 个 A， 对 每 个 AEZ o ARRT 泄 的 条 性 概 率 的 等 价 类 中 
任意 取 定 一 个 .所 得 可 列 多 个 各 -可 测 耳 数 构 成 一 族 , 记 以 nS 
PALE D AEZ’ en A 由 条 件 概 率 的 性 原 (2.4.2) 一 
(2.4.6) 可 知 有 Z, C '9,POZO 0. uc ZB, 

I OSPGOADFSO) Cam. AE EZ 

2? PCGA |) CoD C PA Ca dE V. ALLA€ £P, RARAC 
As; 














3? lim PCA, HF) Ce) — P( lim A, |E) Ce 任 取 14 om 1)c 
.、 当 
A,C A, C S ADAD 0 时; 


Q52- 


P(N A IE Go) D PEA I Co RER Aom = 
1 中 一 上 
DC. 
现在 对 任意 有 理 数 AOSIDA 


FQ ,A0 È PLAQXO s |](w) 


= PUES S AJIZ), (2.4. 12) 
则 可 知 当 wE ARR A 必 ,rw 有 
DPA A ER G o A D R R LE Sn BUR MAS 
GODET A ts A = lim Fre sn) 


Cn? lim = rs lim 1 AET p‘ A 1i 
ユー A na: 
i [^ 


Visa 
(DAL EO, H ARIA, 
其 中 AXLAUMGROM S n 皆 有 ASA M 


A fe ーー MEG. e X, rA A A ) 


ja 


> FO (Ur TE VASA Ut Tn ASA pis An) 
zaslkuna 





A 

AE SUE cs M oC 时 定义 

FT(r...23.) = lim A AD AC D.DoxLi xam. 
ita 


(2.4.13) 
Tij ecz MEX 
usa = PUE E ndis (2.4. 14) 


则 对 每 个 ec OF Gin n ES p eR. EE Ed TE E E 
Æ cT Lebesgue-Stielties 测度 (e, [ Gk VERE EE UA. TSAARI] 
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86.1. 8 6. 3], JERE ju (RII. 
Xt BC SP S uc X 
POL Lo) S p iB). (2. 4. 15) 


^P 


2€ 2 (BQB C I, PB, D di e 可 測 , 且 
PB) = PIE B) 99) (o) 2.8.) 
A Ê (B: B= X [9o A], CA Mein. 

Wi 2C Ek AO3E. Wu €^ RR e, 8 (2.4.12) (2. 4. 15) E B 26 25 
DU. BEI TE TIE. 3. 3 得 证 27D o COT) S EP. 这 证 明了 对 每 个 BE 
I, PB, RE (OD XY 9 Uy MEER XL cQ, 
(2m) 其 CE" 上 的 概率 测度 由 前 述 已 知 ， 如 此 ,2. 4. 150 78 JB fr 
PrCEB se) CH Z^, € MAE ERT S89 I — T GEB AR (EA n. 
证 毕 . 

推论 2.4.1 BEES (Ebo oO EA DEI] r. vo’ S E 
G7 RT oR MERTE BRE BRE AR Pp TEE. 

证 注意 令 2 AUZ po, 如 定理 2.4.4 证 明 中 所 未 . 
则 €? 亦 为 可 列 集 . xE 8E AC COLE COE P TRER 
中 任意 取 定 一 个 后 ,可 得 ce- up ms oo S IPCAI9)(9)A€ 
9, o€ Q). 8 Z 会 UZ,(Z。 有 如 定理 2.4.4 证 明 中 所 述 ), 则 P(Z》 
二 90, 且 把 定理 2. 4. 4 证 明 中 所 述 1 一 4 各 项 中 的 65, p EP xd 
每 个 ec Z 仍然 成 立 ， 

对 每 个 nx 之 1, 仍 皆 按 定理 2. 4.4 证 明 中 那样 地 定义 Pv. XP 
个 nn 之 1, 当 wEZ" 时 有 
lim P2, ,0CÀ AA) e FLOS. 


Aat 


xI Dac t adu es RW 




















| lm FEGA see A, w ビグ B, 
CD Mas 
Fir.) = IDE 


Laes Kal, wE ZH. 
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则 对 每 个 oE R Fn y — JAHN £mE.-G AR 
Kolmogorov 由 容 性 定理 1.9. 2, 就 可 在 (CR 他) 上 确定 出 一 个 于 
PWE uu CK. 

对 BEZ EL PB, —GQ( BV. RESO BEA Cn. 
どっ) E ZUE :个 概率 测度 , 现 只 须 再 证: 对 每 个 BOIS. 
PEB, OE CAW RAE COE XC 9 BA EUR. 为 此 , 令 

SC SIBBE PB o8 59- up WM N. 
PR.) —P[£ ' G2» | (a. s. V. 





or S QU BC A BS UX[o99, A] X RX RX ACTI. 
易 见 OC J& n-26 AREER 26 是 外 类 .由 が 定 叉 中 知 有 ご 
-XX， 因 此 由 定理 1.3. 3 知 G6 la 7) COL 如 此 就 证 明了 ;对 BB 
€ a6" .PROB, ORE EC CBO ACT 19 88 Ze PE EE, 因而 所 构造 的 
AC ORE EXE € B TE WIR PETER. 证 毕 ， 
利用 上 述 结 沦 即 可 对 条 件 Holder 不 等 式 作 严格 证 明 . 
定理 2.4.5 役 メ ママ 是 (7 PME rv.. E 前 子 
aJ I poH ELI . 则 
E(XY[[8) SE CX E] ETY [T] as 
(2.4. 18) 
证 由 于 (入 ,了 ) 的 正则 条 件 分 布 存 看, 设 其 为 PP.(B) 全 
Pa yGB aD GoCc NR BEA, TR [| d. 4. 10518 








E{|XY | [21 tew)— [lazho 
z 
= f テッ | Pax y, (dg sen 8.8. a 
K 
; ,了 
Est Xi C= {| [zi [P do)|* 
; 2l 
一 (|, [xi Por (deo | ^ as. 


1 
7 


Eti I= [Ls Pd 
R ! 


* G5 


= [| Pos do as. 
JA ! 


其 中 de dax dr: ERAF e€ OL PLCO E& 上 的 一 全 概 
率 测 度 ,由 上 列 各 式 , 借 诸 通常 的 Holder 不 等 式 可 得 (2, 4. 16). 





$2.5 应 用 





作为 本 章 的 结束 ,我 们 对 条 件 期 户 在 统计 推断 上 的 应 用 作 醒 
概 介 绍 . 

在 统计 推断 中 ,常常 可 以 通过 观察 一 个 充分 统计 是 5 它 含 未 知 
分 布 的 一 切 有 关 信 息 ) 而 把 数据 化 简 . 对 于 定义 在 (9, 光 ) 上 的 一 
个 分 布 族 训 二 1Ps:8E 如 ) 来 说 ,车 一 个 统计 其 站 满 足 ; 对 每 个 4 と 
GUAE CEMESE ERE Po{A417 了 的 一 个 代表 Pot4A1T} ,其 与 8 无关， 
就 叫 工 是 分 布 族 他 的 -个 充分 统计 量 . 它 在 统计 中 扮演 主角 . 

定理 2.5.1 BYEN F, P) EREHE- r.v., EY Zoo, < 
EF 的 一 个 子 olk WHEA -Na ZEZ ご co) 有 








EY — ZY > E[Y -- ECY |Z F, (2.5, 1) 
TPF SU HB(UZ-E[Y|97] as SERRE. 
证 显然 


E(Y — Zy « E[Y — ECC |A + EIZ — ECY |) 
ー 2Ei[Y 一 EY | ][Z .- EY |&5]) . 
既然 
E|Z — EXY | | < vo, 
E|[Y — EY |F JZ — EY |2»]| «oo. 
X [Z— EG. D] zz- up M B s oo 
Ei[Y — ECY | £2) JLZ — E(Y | 20] | £23 
=[Z EY |S IHHE(QY — EQUO L7 ]| £7) —0 a. s. 
utmma.1.10mf8 ELLY ECY JEZ EQ |g»5]) 一 0, 于 是 
EGO —ZY-—E[Y —E(Y I) Y HEZ- EY |Zo. (2.5.2) 
这 就 证 明了 2.5.1); 且 其 中 等 导 当 和 且 仪 当 
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E[Z — EY |2) = 0, 
gn 
Z= EQ IG) a. s, IE RE. 
推论 1 车 EY LG.) 
Vary Ze Var ECY | £72. (2.5.3) 

HRPE FBiH Y—EQOQ' Sa. s. 時 成立 . 

证 二 (2.5.2) 中 賀 グー 上 た EY, 注意 EYS EIEC | 2001 B Sp] HE 

上 述 结 果 吕 用 于 统计 推断 的 诸多 方面 . 

1. dii iT [8] E 

EXS (Xon X OBERE, A, PLA BE LISSE S ifi T 
STX --,X0 RE OCRE S9) B8 Ea it. TE. 5.3) 可 以 解 
FE T. Y RO oci (hit CEY 20). Hh X BM EO dnd 
8 B) JL4m 5 Hr HUE Be B3 7r 36. ERI iR UL. d ROSE qR 0 Bp dio] 
ARE REREH CD HEART X DXESEOC M fh ib eeuE D. 

2. 预报 问题 

人 人 和 们 常常 有 意 于 用 - :个 和 -可 测 随机 变量 ZEZ cR 
W Y. 定理 2. 5. 1E Bd of Ro 3e COX IS EURO EX X TZ 一 已 (7| 
££) a.s. J& Y Wo d [EXC LESS FOL Z — ECY j£) as B] ECY 
—2Z) hdi. 

特 列 , 如 果 X— (0X6 X0, ll £7—6o(0X,vs XO ME RR 
859 — Ui nf ERE e PEROT XR EY [Xs X] E Y 的 
最 佳 预测 . 

3. Bayes fliit 

考虑 参数 C0 C e»t X i E di8--R 的 估计 问题 . YE Bayes 
REH g AR EpWECE OE BÉ VUE Off —T 3H. m P, 则 被 解 
EREE O= H X—(OXG HH AXOR bti. e- WERT. 
Fili Fl ig. dE dX d BS — Aiit CX, X0. ERAR E[GCX) — 
dC8) A Rf. 而 定理 2. 5. 13Y BD S3 HII Bayes 估计 

8" CX» 一 Eldi X,, X] 
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作为 此 问题 的 解 . 如果 我 们 知道 ( 王 ,d4(@@)) 的 联合 分 布 .我 们 就 能 
计算 6. 

4. 假设 检验 

假设 检验 问题 可 拖 述 如 于. CO.97.DPO EE ZEB]. RE 
少 洛 两 个 元 素 的 集合 . 对 于 每 个 OEO, Q i£ 0.9) Ef —T 
JE E WI BE. XE 9,060,080, —6—0,. v X — OX, X0 JE E h 
量 , 用 Ps 表示 XX 的 对 应 的 (导出 ) 分 布 .问题 是 要 决定 ; 究 况 是 9E 
O iE 6€ 6,. 该 问题 的 Neyman-Pearson 方法 是 选 -个 可 测 函 
数 一.0 記 eSS1, 使 包 除 満足 


[PR < ay 对- o peoe &, 
CR ros exc 19 — H8 BO P LR (35 RC 
所 の = [eaodP,OO 対 一 切 9 と 6 


FIRR WE T—T OO X 9 8 E e p 是 一 个 检验 函数 , 满 
[3 


[eaoar ao xe, 对 所 有 的 0E @,. 


则 V^CP) — ELeOO [T7142 8 — 4 S 8 i C CUL 3 0 XX EL 
Pr (及 = ELET] = EE T] = EX) = RO). 
RIE W ARA 5 pM. 因而 把 注意 力 集 中 到 作为 该 充分 统计 
量 了 的 尊 数 的 那些 检验 上 就 可 以 了 . 
习题 二 

1. Æ X Ers.|EX|zLoo 0 RR ARS oL o(XO 5X 是 独立 的 事件 
KM EXIS — EX a.s. 特别 ,如 果 {1X. HEISE rv, LEX, | eo ,aZ8 1, Bl 
E1X, |X eX, ISE X, Xoti Xart) SEX, ü. 5. 


Z EA n=l E Q dk 9 HB BS e-s UL VEI. NI Solan) 
| EX | xz e . Hl 











其 中 括号 中 的 其 在 王 {4, 和 =0 时 为 一 任意 实数 ， 

LEX GX ORKA ESS T. EEAO 
REX .X24 与 第 件 方差 .[ 见 下 题 1 

4 XELLA LP), dE UE BUT o- 域 . 称 

VarcX [9) c E([X. - ECOX E) E [65 

HX ET UEBER JI S. RESI. 

(D) VarCX |) — ECX? |982 — ETCX E) a. s. 

GD 4 fF Chebyshev 不等式 :对 每 个 Er 


PX EI | ze epe e WIA 








5. 证明， 

(D FJ) X È b rnv Yi rove iE EDLXIY 1 —Y ass; & EIY[XI- 
X as M| X—Y u.s. 

CD E Fo'i Ea RER oU IX E Lo cv. WIE XSEX] 
aX EIXLIELE XX, ais HE XL a 

(D ADAE OX.Y Y Li r.v. ME EIX|Y)- Y ass M EIY|Xi Xa 
s-o M) X=Y a.s, 

6. X E — Hh e rv. P RFR a- 代 数 证明 : 

OG) VarELX jfe sz VarX. 

(i3 如 如 对 i 一 呈 ,5201 中 和 任何 a, Y —minCX i , DU] 

EIX ERE EY EC [£i as 
7- 设 党 是 事件 的 = te Aon E rv PaE t pa X-X, 


L 
则 E(X, EEI X|}. 


E 
8 HER ee LE, 是 独立 同 分 布 Tv LE LE Loo. dB S= 2I E, 証明 
=l 


" 


EBJE = —— as, ,b - 1,2, un 


s] 


9.49 も 为 独立 Vv S ELEOL1] 8 05 H9 79 4 A de Fl oA 
E(X et]: 


10. E EE LI St £ — Goued A n REIS Sn EBEN 


=. 59e 





i -Texp{ Eo sH P gs Crota) E RnoOR 
mJ E|? 2 | 
PG, LÁ .Ut T P3 1E). 


11. HE gE LURS P) WER: 5 EOJ £2 — Eg a. s. LEES cov op 








px 


1 
= 


12. EX, n2 1 IET AE BEL BL dE RR CD UE Cr CUR SIR o e 
HE REIHE RUM RUD REALI RE OE BER DOES T HO 57 n o( YX j>a). 


EREGI) =- 22 iX; as Vin. E MM OX, nz RT 


Hrv Ap REOR" 上 的 -- 个 对 称 Borel 西数 ,满足 Ele X ien XL Loo Lil 
ュー ディ (Um) 。 基 中 


| ? | Ums = M KX cn X, Dun Zea, 
[E 


m 
MHES BEF n Alah i nH A 
EAK, Aa ET = EPAX Se X, L7, a.s. 

15. g E R p ETE Gh ÉL. UE Xp GECHOR BOE E S ROO IT - 

Woc.ycR8 
gr) -g(y) kly]. (r — y). 

14. BR 2E AKA A RTSE EE 不 存在 ,但 EL [SS MIR E. 

15. 试 证 明定 理 2. 2. 2() 可 改 为 :车 X, REAT X BU mE, e 
SEXIE) a. s. 
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第 三 章  BIBUMORE NH 


现在 我 们 转 人 本 了 书 的 主要 论题 .介绍 (离散 ) 般 的 - 些 基本 内 





$3.1. 基本 概念 


3-1.1 定义 
设 (8 到 ,PP) 为 我 们 所 讨论 的 概率 室 间 . 六 Da d b REN C 
{ 一 oo 一 2 一 10.1.2 十 cc 人) 是 . 关 的 一 列子 
g-3k. A E REG EOS Cd nn 可 得 人 站 就 称 之 为 一 随机 
基 , 车 对 每 个 nxEN,S, 为 C6. np M BEC SEEK PE OS, n € IN 1 适应 随 
机 基 1 n CN T EERE TJ US eo^ n NT XX LAE BJ. 苦 对 
RISO n€ NOH E|S.|'eo. SER S une NI cL UBSELE 
5j; ERE AsupE |S, |^ Loo ERICH L, B FEEÉULIY A. 
XE X 3.1.1 E BE ULIESIS,. unc NIW ESI RCNH 
LES, | oo. 3E — E] mn € N Gn nM 
E S, a] Z5 S, a.s. (3. 1. D 
BER GS.S37,.nC NIS TFTA. 
者 一 Sn NIA FER (SnEN} A ER. 
EiS onE NIE FER E abs og. 
EILL db. n€ NI ARMELE. T AO 8) NU (i 
BER CLE EE R nCNCINIT—n)EO.LLBR 
Pide N]UDT sœ] =1, 
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BIET d&— de BEC A-A AD. A 
PIT = c0) —0 
就 称 了 是 一 个 有 限 停 时 (或 停止 变量 )， 

XE X.3.1.3. XE F ERIS, が M)) 若 有 -… 條 可 測 画数 
ROGER | So) iix S - n€ NOS 

E{R|.F,) Z8 S, as. (3. 1. 2) 
WIE RAHA; AEREA N HR RR LOUEL x 
=) ,使 对 每 个 nEN 有 
ESI デリ ティ と a. 8. (3.1. 2 
AES Leid, desc. AHATA, aAA RA. 

TA, A RE ERG. DG 1L 22 mg "m" 
A=". 

如 果 N ARK GROB , BERT R S nn EN ART., 
显然 肥 末 ( 首 ) 元 的 下 黄 是 右 ( 堪 ) 封 闭 的 ,因此 19, nml) 
HORE. T EG HA E B ouo S, Bp ZEB Bo. 
(5, 多 on 一 1 为 封闭 下 蒜 , 只 须 它 是 左 封闭 的 . 

FRAD S FAnn ENIK nE N EA F, =el Sa mEn 
H m€ NOBE iE iu E S n N). 

定义 3.1.4 EE BEBLIE PCS, onl M E50, n oo 
时) ,又 对 一 二 mna 

ELS p a] = S, ass. 








v 





Bl fg Ay ga 
HERS F nnlh Rt IS AS, 当 rn 本 ー1 
ERICA, LRR, TSE SA uns — 1 ELLE 


=n 一 1 有 ELS; AA] Sk as o BIS, 之 一 1 为 对 
换言之 ,一 个 倒 持 总 可 写成 负 值 参数 拷 的 形式 . 








Xo PrN HTA. 
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3.1.2 简单 性 质 


出 条 件 期 望 的 性 质 定 理 易 得 以 上 命题 . 

命題 3.1.1 随机 厅 列 人 天 2 20 为 下 载 二 对 
每 个 有 限 整 数 半 有 ES. 先月 ES コジ デ ョ 5。 ass 

证 据 定 理 2.2.1ci)y,2.2.7 易 证 . 


" 


命題 3.1.2 L IEAS 2 SX nec) 是 下 


P gje XpART RICE EDQXQQ 20, 9 200 a s [EX n) 
— 0 as | 

证 ”用 定理 2.2. 1000 E E. 

注意 :此 处 序列 1X, LRA RARI ER 139 jJ. 

命题 3. 1.3 (5,77 nn EN) E FR] ES, CIE CC ND 
ÉTA XO EAE EE [ AJAR. 

证 山 式 (2.1.11) 立 得 . 


命題 3.1.4 [55 フュ デ Ja 生 1 時 万 商 王 




















ES? = MEX (ID 
i=l 


CED BE FE BRE 2 (X, n1 1 IE SE PL EX, Xa — 0 mae). 

证 利用 命题 3.1.2, 式 (2.1.11), 872 HE 2.2. 13D. 2.2. 6 
2.2. T n[ 以 证 得 . 

FO AE GR A A [8] ffi EE Zap 6^ p ER[ dh ] 列 的 再 生性 质 . 

命题 3.1.5 P(S Fn NOSE EL CSL L0, NO ES BR OLUE, 
H n€ NUR ECCE g MS, CN di E T. 

证 n ERBÉ2.2.100.2. 2. 7n] f& iF. 

命题 31.6 E 5,57, NIIS, No ES F 叉 
对 非 负 实数 o BL Sc a 9 1 RE n € N E RES, - BESUTT dE , W 
LaS HES. 57, N V J& F BR [98]. Pj CRO BR AERE ING EX 
Bp £3 Y PU [5 JS CF O88. 

证 山 定理 2.2.1(ii) 易 BE. 
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命题 3. 3.7 ES Vane NILUS ュ Mi 皆 是 下 疫 , 又 対 

每 个 ac NIECGSQV SLOT B XS RIGSSVS Vw NEE PE 

证 ”由 定理 2.2. 1G0 5 HR. 

命题 3.1.8 XS, LR NIIT ER),oEER EAE 
上 BAR LE BE E GE nh p CL ECS [soo MPS, e 7 NT] 
Æ Bh. 

证 由 条 件 期 望 的 Jensen 不等式 (定理 :2.2.4(v)) 首 先 可 
得 :对 任何 menim. c NOS 

EIRE |.) Ze eAE[S, | Fj}, 

ERGa. Lc m —.96. E FER DEG h F pR ExXos 
BPS) 总 之 ,在 两 种 场合 WS。) 費 FÉ uu. 

推论 3.1.1  COXE(S, nz 11d RR XE (EX pz si^. 
nle Fe, 

Gi) Bn iS enl Æ F. A ag E o KEC, w), 
(max GS,,KO,nzeli E T E iS nel) ETF. 

[XE p 宇 1, |r|? ERA x^ —maxG 0O EREN. ] 

AE 1.9 (EEIE ORS, Lenz: 
— 38 m c3 ARE R, S om anml) jE- op Rs 

CDR SII nne E T FÉ BARIEM 
(51 572 n=l E — I FRA. 
其 中 SG) S Suus CM RD EBS imu LEE r v.s. 
SPSP.egss 所 生成 的 と 域 . 

证 我 们 促 证 (GD(C6Gi) 可 几乎 一 样 地 加 以 证 明 ). 首先 须 证 对 
ti alH ESI. X214 XQ—,— 5.408 S0) ,出 
S| = | Exe :站 | 去 Y. X, 
因为 对 每 个 人 1 有 EX, loc BOR 4 』 き 1 有 ES? | «oo. X 
TER SD nal EAR mE EA a2E8T Beo, 

有 
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| SeodP = | SP. 
B E 
选 这 样 t B E na M 
| svar -( | + f SAAP 
K 。 


HD] rmn BG 
= | saP« | spar. GT の 
BD nno 
xx GRECE iEGZIeD LE S,957. 4 EGG bd SS-SO. [prm 
n] 





(GS SP ym SY m CS 
ES dE — (GI — 128i Borel 集 C 可 使 BRAE] = [655.7 
Ecni iEn]. m Fiale Fn i BO[zes.€o. a. TF E 
由 出 假设 可 得 


| SdP = | S, dP, 
EN len? BRD ENa) 
代 人 (3.1.4) 式 就 得 
| spap= | sn | sean 
E BA Um Hina) 
So dP 4 f So dP = f So dP, 
Ë 


BN Tima) Kirin) 


1 


GR uE. E E. 

命題 3.1.10 E LX, n’a li 赴任 -BEBSLIESU. icrnl} 
Ed REC TUE CREE SE UU 

(XAXI sc フー ELXAN x eol, unl 
《 即 X, E c, 处 截断 后 再 相对 于 其 (关于 9, ,的 ?条件 期 望 中 心 
攻 ) 是 一 个 计 差 列 ,其 一 切 阶 的 绝对 第 有 限 . 

证 由 定理 2.2. 1600 52. 2. 7 37 8]. 

Ex c d ER 08 Amg, ERAR HAERE 5 7 
xz. 
命题 3.1.11 {Konal A — S ÈA E RS r.v. pog 

UXonzli2A e ry nml ARE Game 
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p xa. 

证 iX onal: AA SUE XP IEGUE 9e Bored 員 £g 有 
EUFCX, Deget X te XO] 25 EF/KOX, OD Eg (X XB 
fX, 09 X... 得 ELTX,, * g Xo os X] S EGXL AD ， 
Eg(X ,-,X)0-20. 但 了 有 0= EL Xo gX X] = 
E(G( X, EK KK = Elige XOEL X, | 
Xen XJ) oH PU A Borel BÉ e mor. a uS ELX n Xie 
X,]—0 as. HAEA nilie BEBE LX, nz 1) Jg B a 

TCU CX, nz 1129 88 25 SU Bd. EAE IUE 909 Bord 函数 c8 
ECX, og (Xon X D = E[g Xo X Eaa X oe X2) 
0。 FRE m-—n-El.gCX,.. X0 —X,.lzmbmIn.BAdi EXQX,—0 
Gn R) jx ui BL 34] (X, nl rBFE RTI S cov. HERB X. EH 


3.1.3. f 


下 面 的 一 些 例 子 表 明了 鞍 的 普遍 存在 性 ,预示 着 靳 论 有 广泛 
的 应 用 . 

L SX, nz REEL v.i X S, 2X. Ir RAPI 
有 EX,0lEX,—0].W LS, nze1 E FER [A]. 

2. IX (X, neli EmA A Loro v.. EX.Q—0OGLZO0. (E— 
HEEP ROO GG 


U,,— D XXX nh, 


LEE E 


rp 
EU 


WUE LT LÁ. TRE onze) BE Le dg 
B) 
E- -RE X onli LBS OEIB.IONEEGQIm,- 
0. nzz1. AP X, nal) E A BB PLIT 9] L0] Unk 
一 个 LS. 
3. WE CX engl p j& iT 3E ER BU Bb Le St P3 CD RAE 3E n OG enn, 


à ĝe 


X.) 80 XX Ar EXE ERBS.BD 5 id X. nu iA JLOR. mesmo] HEU. 
12), m eC dE R*Y 上 的 一 个 对 称 Bore eg Xr. ga E Ee orn. 
X,2| oo. XE: :固定 的 整数 天 和 1 定妆 





Ji Eg (UL vemi 29 U-SiT 5 lY 90. 

如 果 令 G—sQU.. Em —cQU. US nm BR. CH 
nA BRD.ESEEEBIIG6SvLsn-1EBCO.iggeg 
对 称 性 与 请 ※, 的 可変 換 性 ) 可 得 


| ex, X, )6P = | の パス dP 
" H 


这 就 意味 着 (注意 BC o AERAR E GBBIB IE SON IES 
e ee E nd- VÉ 
到 (了 so X p ai T — Eig X, 177 eX) | 26, ear a. S, 


























因此 
irt — |n =- 
EU, LL ap | 22, EAR XO MES 
ain i 
一 7] * DELAK m XD EIS] 
JEt} 
AH 
= ー ——— — Ei 
n | 
|m 


fn 二 1 z; m 
一 | , | 5 EigCX, nm XL 


En Ieee gm H 
an das l 


Lp 
NH i 





DEUX, n. XO 5, 1 } 


= EQ, i 1 åS., 
从 而 (注意 倒 拷 的 定义 ， 尤其 定义 3.1. 4 后 的 证 二 1 A JE Rb - 域 列 
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L aram y MB EIU. IV nzmem)d-- 8g. 








や 
一 - 
TRE|].EE m= D.opGr)—oxr Bjs Cin = っ = X.snom—?. 
Tm a 
X, YOA- O. 
gU Xoc Cam ap pu ume en XS RE 


A Hg ÉL 5 RE ZEE EY 30 m EA TUYA C, Uj 
ny nl} Ft 1 一 22 为 倒 蒜 . 

R 4 是, 安 的 递增 的 子 と 域 列 .S RROQQS7.PO)LE 
"m vom 





S, 2 EGGS, nl. 
内 为 对 nn ELS, Fai SE ELS ALn E A ELSE Lu] 
—S.a4 as S F Lene 1) EE. 
Bee ste o fé 7 的 子 o- RBS SHELL Xp RET n 


S, — E[S]. 

则 易 见 Sooni 1) JR. (对 El e ULUSS 。 一 :2 QVI 
人 5 是 倒 蒜 . 》 

5 PELYS iali RE PUEA I LA E|Y,| «Loo. IW 
UY; —EL[Y; A ] 58, I HE PUR 2E 9. (值得 指出 的 是 ,P. 
Levy B xx -— rae 1677 EG HRT H: l DS EE XS — BARCO ER GO ER 
ELE 51 89 1125 8150 £529 XE — Eh a — P RUE EB Ei 
为 研究 了 .) 

6. Paolya tR) AX —MHürt d 6d MER r TER S 

n EAR BRE OS AE T P ERA, a FL n] Gs 
ER. EA bun, Ay BR HEY. a XS RIPE ELE ER CL ED. Ron 
后 黑 球 的 比例 . 易 见 

ETT, = EDTLIT, ] as., 


T,= 











而 


* BB tr 





Qu |= b, 148 B Bu 


b, Ena Bra bad fa 
1 Pai mL 02 
b, .v7 rada barn 
5, | ^e 
一 一 一- mq. 
1 十 产 1 | 


FEIT nel) — TE. 

7. CBRE E CY IR 1 EE — ILF i E e nl, Y, 
的 联合 密度 不 居 pa EE ge ME R E E UAI ES onc 
THEE gon ly. E A pm xS 0E. m 
g,CY inu Y 
pO SY 
Jj T. 是 似 然 比 , 如 果真 实 密 度 为 peo a] ELEC ERI YARAT 
后 ,似乎 点 使 得 了 (在 co 时 )? 赵 于 零 ; 市 如 果 外 是 真正 的 密度 ， 
则 用 YY; Bk fn o (ALS HB PC, Om oo IE F 2 38 F 3CS3 CK. 这 
欄 , 対 手 大 的 n.n fi Bh Pu T, BA xe Nip Aib By ws HE SDGE 
是 pp 还 是 gq. 为 侈 去 不 必要 的 麻烦 ,假设 o. 是 严格 正 的 . 对 每 个 n 
ELL S 表示 由 {了 ,了 1 所 生成 的 二 域 . 则 在 p. y ECCE HE 
HBE F.a ERES] UD. ,.nz51) dd. 

EUT, IY... こま z] 


— T ga Cy at 1 sy) 。 b. Cy aTa Mei sy) 
UH Pine y Pai KYI a Ya a) 





T,= 














"dy 
— ge ty 
Pr Cy 
TE ELT, |Y, Yu Yi. ac s. BB ILLE uz] ) gn. 
这 个 事实 有 助 于 对 了 -行为 的 研究 . 
8.( 分 支 辻 程 ) EXIT nzR1.85G—1.2o-0N did. v. 市 





EEN — um0,X 3,—1. 4 9, — Mes B BL v BE Ad inm! 


Br — Tr Ar E WC AB y 可 视 为 一 种 生物 第 代 末 的 群体 数 
BP CU RE SB nA v, 个 成 员 ) 第 7 个 成 员 的 后 代数 . 令 
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ow mem M, = E. EGELRT UVBZR1 E Ono DE 
TE gi AG OHE IB SS WEGE 83 (2 2.11), 8E 238 2. 2. 10180. 2. 2. 5 
2.3. 1 ] aT f8 
È 
Eai DU ,3 = — El (Mem GU ,| 一 E| 、! Ds 2 Dn) 
i| 


I 


= Miel Mar [55,2 
一 Yir- , Siege D 
i= i 


= の -yt Eg nt Ts AS. 
PR Ie) EA un 除 之 ,可 得 
E[M,,, |, =M, as,» 
Bl £A, 9 nz) NAR. 

9. HE CQ, Z8, P Ej AS [0,1] ERI Lebesgue 可 測 集 上 前 
Lebesgue W Hz £H p B5 BE SE ss dB). Xd nc-1, 0-9, oan SL, mL 
ema p =l E D NARI OUS Q.. EFE 2 4r n, — He T Fe RR 

区 间 , 而 Qui Q. B5 Br ELO, S h E AaS [0 lI 
A477 Go, ims, lE 所 生成 的 の 域 . 対 OQ LBS E — 8 ER XC 
(B E uoc X 

gí(n.,) — guo, i) 
Cg) = 一 
Hox jx. 

一 青 记 号 上 麻烦 ,而 其 实 是 简单 的 计算 可 以 证 明 : 对 每 个 AC 





QM € A Hj. 


经 过 
ジェ 。 有 


[u..aP = | var . (x) 
A a; 





这 样 QU U ュー1) 是 一 - 相 鞭 [ 注 意 N=il, 2.7, X BT nl 
E]U,|« oo EE RC 0. E LER IU,.S7,.NO RO 56 — RT HIE SL]. 可 以 
证 明 U, a. s. c Sr. 3x — f RU BRL Wer ur 89 ORC JL AB RETE 
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3.1.4 FENE 


3E £3. 1. 1(Doob 分 解 )〗 全 对 在 一 元 适 随 林 询 1 和。 了 之 
1 存在 一 个 Ri Ma anali t LOS BBBLTESO e, inc 
Vo nf fi 
7, — 0 a.s. 


S, = M, + hs n51 as Cx) 

GO ARES C dE TEE X PWE— A M LRMP I ID, 
nzel?'g Lih BR LAM 9D A a onna y E 
y) = 0 as. 


H 
S, = MP HPna Il as C) 
而 上 述 事 项 对 上 一 1,2 缘 成 立 , 则 
Mi" = 人 — gU. nl as (x 4) 


Gi LS, 57 a pBZE1) 9 L TF RS C ERE Uus LEAE EE C BD 
ABER nml. pEi ass) 
证 mov ^ 3—0.M,—S, -Nin - ECS) 
—Mi.M-—5—1iegs-HEDS nl EN 
Pa = ECS, n 0 — M, M, = S, — 9. 
A E e EM nnl) — LSORIXI lA p A gap 
測 。 日 て *」) 満 足 . 
G う 分解 的 唯 -- 性 : 接 唯一 性 的 含 文 由 (*。)、(*。) 推 知 当 ヵ 
ETE 
ME — Mt? ーッ [Lg LEOP ー gP |) 
ZEOMD — Mt"? 29, 
SMP, — MUS as. 
KA :C* 0:(20192 MP 为 蒜 . 了 但 
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MV = =M as 1,- 邦 可 归纳 地 推 若 MIS — MIU S a s. (nz 
DA z?-g?9 asm. 

Gi) FRAI E ÉSE: HH C or 1B ou SET n7 18 

EG, |. 57, 1) = EM, E3156, 42 = ECM, 57, 42 4-3, 

二 如。 十 第- 十 (一 区 
一 
FERED nl ES, F- O ES QOMLZE-. | as， 证 毕 ， 

TE Gii D YF BL RE p= 0, BLA LJ P ER S nze1) 可 分 解 成 一 
TOME LM, anal) i -AE fA. ERE A BE ELO 00,7, i nZz81) 
之 和 . 

注 EFES Zo ons) A LER. M M, 5 9, JRÉR CSJ RR 
三 ,15》 

定理 3.1.2 (Riesz 4#) EF ER SL Vn lb NR 
sup£E | S,| で oox 旭 有 分 解 式 : 
| 5,— M,—Z, as, nml, 
ERIM F nnal) A LORS AA onl AEA L EM.IWE 
lim EZ„=0. 

证 — HA PE HEB EH CEEEZ.2.10D0,2.2. 10 5 FAESA: 
HGA nl CRMÉ 
ECGS, = EES na F nn | ELS,. n] a s. 
BBCECS, 11-572 LEL EER. A ET l HFR 

M, = limEGS,., |.) a.s, 
注意 |lim e| = lim |a, |, f i£ 1.8. 2 (Faiou 3| 385 , E 162. 2. 1 
(2.1. 11) 就 有 
E|M,| = E] limECS, | a) | 一 E lim | ECS,,, [57,3 | 








& E lim EC|S,.,1 |) & limELECIS, | | 57. ] 
= limE|5,.,| s; supE|S,| < ee. 
does [I 


ES EE EUIS nt M, E da. 
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ATE M, 之 定义 得 
S, S EQ, | 97,) M, as. 
注意 S,M.C Lí EIE ECSL HS. HIE YS FS PF dS SR ex E 
38 GE HE2. 2. 2 (100 ,并 注意 定理 2, 2. 7 
EM 一 E[limECS, ,,. LESE UO HR] 


= limELECG,,:,:5,,,2|]57,] 
i. 





= limEG, 4,4, |26,) — M, as. 
了 
对 nl mEcr.dRBÜGSM,.G .ncl) jmd. 


令 


Z= M,-—S,. mnl]. 
BUM, VWAaZElUCS,AMVLnzlbH e cÉk.aeddq3.1.6 
An (Z, F non l jte AE p.m 
ZR EZ = EM — ELS, KL,] 
= M, — ECS,.,| 0 as. 
Br EL IZ, Lone) EdEÍA pd. 
dBHTOEEZ.E M, 4E|S.] «cox FEAI (ECL, d], ZR 
1+ 可 用 Lebesgue PE dl dir S EM Gg BET. 8. 8.48 
lim £Z,., = limELEG, | 57, ] = ElimECZ + ] 
= E[limECM, は を 一 lim ECS, 52] 
-E[[M, — limECS,.., 57,5] 
= ELM, — M,] = 6, 
Bi lim £Z,— 0 VE e. 





83.2. EN EE Hong HH 


3211 停 時 及 其 性 原 


在 3.I 中 我 们 简单 地 引 人 了 停 时 概念 (定义 3.1.2) ,本 节 将 
对 停 时 作 更 深 大 的 讨论 . 


+ 了 3 。 





首先 注意 停 时 概念 闪 源 于 赌博 ，- 个 携 - 定 赌 林带 普 发 财 梦 
来 到 赌场 的 诚实 畏 者 ,对 他 自己 将 贱 几 副 后 停止 而 退去 ,一 般 说 不 
请 楚 , 这 要 看 他 的 运气 . 设 工 是 他 离 去 时 赌 过 的 盘 数 (或 称 其 停止 
(ARORO W E $8 CD =n E S EBI e BEBTUBSISIR しそ 有 
2 853 BREL ZR (TF Cr T- fli RE RARR, xx 8 1-55 HG 8 RT ECT £5 
果 だ さら AR), BT =n) € eX om XO un. 由 此 就 引 
出 了 一 般 的 停 时 定义 . 

定义 3.2.1 B(X o F nnl E — BÉ BLRS FU CEBI C972) 
A5 H X, nu np NI $3.1. D. Br 内 8/(1.2, 7 96] ud 
アア 、 若 満足 : 対 毎 全 1 有人 (ダー Co BIdk2o—4 XT oun 
zE1HB E Bp LR RIS — CERERI. 4 P[PD—99]-- 08] Fg T O8 
有 有限 信 时 ,或 停止 规则 ,停止 变量 .如果 m eG cs XOU 
T EX. -IFE 

















w 
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X; Xr (2), ee Q ( 基 中 Xa Co) = lim X, Co) 
称 元 + 为 了 了 的- 域 ; 称 Xr 为 下 的 工 选择 宦 
注 1° ERTS 是 AER. 着信 ディッ ー( ヴ の 出 (7 
ni 二 和 一 Tr 成せ 
命题 3 2.! ET TERZ EEE YTS TL AT, 
JRÉR. CRESCE. AAF ATT AER 
证 AFER nA UD Ea) € 4,2 Tun 所 以 人 
Tn {Tn NN {Tn e3,, 
WS ATi n S= T UT EE 
傅 题 3. 2. 2 (0.97, RE LT o-ERLGOT 关于 y 可 测 . 
证 ERER T EEG 257,5 WodRO HH TV 的 定义 





T XPV e€ £2 Xros(on EE EG BOX Can Xala) e rh RM e de Ld 


Er 





P Qc r 其 次 设 A€. Vas UB AC. “县 对 每 个 iz 











CANTS ンー アー nrAn ウー uci me xA URS. 
Hl d cy. BEW LAS 81.2. O Vlll SERE A A.E .2 、 


RA UAE EY 对 每 个 过 1 成 立 . AUA € S. AE 


nz ULAN TEM] LU An Cra € s, I DAE s. 
Go f8 uE. 

注意 ( 见 定 义 1. 6. 2 注 1) 欲 证 工 是 ,22 可 测 , 只 须 证 对 Y 有 
Umi EF WEHE: Tam) EnO ; 叉 对 每 个 n 宇 1 有 
Temi Tn = Tm 于 mE 
r, (i) 获 证 . iE SE. 

命题 3.2.3 ETTA LAI AT ETa n, C 


E 


证 YAE, W AEF BARA nA AN TSE 
S XBTUET . 疫 7 代入 ご (定め MAM AC UTI — LA) 
CD sal N Ta € 97,4 nl, Bl AE. ER. 

命题 3.2.4 XHHT X XT デュ 可 測 . 

证 “对 每 个 ADISrCRGE 

UC sz) C) UD n) — XC NT on € xx. 
XQG Ea) = Xem alU (T =a} = UX SN IT € 
LEE qm 的 定义 及 定义 1. 6. 2 后 注 语 知 Xyr 是 .sy 可 测 的 ， 

E “这 个 命题 表明 :把 适 随 机 序列 {X SL nz )B IB" X, 
TME ER CELO BERIT LE HEIKIBIS DR 
持 . 














易 见 , 若 了 是 { 多 。) -时间 , 则 对 每 个 整数 闫 六 1, 了 十 站 dB. 
XN T&T +m, $ d da. 2. 318 EH Hr ,因此 
= US COUTA V LOCA a, M UES um. 
这 样 RKA E, S annl) n[ E K A R. 
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命题 3.2.5 d; T RR nz) 时 间 , 了 是 ;名 ,nn 之 1)- 时 间 


GEE GSF rn SDI TSn ATES A nl, 
H r= Er, 





证 因为 对 Emet 
(T= m) = U1{T, = LAT, 


BED REUS LIH Rl. 


次 证 V ACH, Wr m-—1l.2.— ER j—1.3. 
m — 1l 


ATT =S m— j ;二 RE P 
A(T, =T, = m— j} 


= A(T; — m — jT, bm 





J nid m) c SF. 


m-—] Ln 
AT oom) SUAT, — jT, — m — ij) € Fn 
j-1 


此 即 表明 AC. S TiBL I. V ACR WR n—1.2, 5j m 0.1, 
有 
AST =r m} €x... 
AT, — m) * UU, 4- m — r4 mi 
= AUD =r +m {T =r} E F ppm 
AT, = m) = AU; = mL (T, = 7] 


LAUD, — mT, -- m — rmi] 


€ Us. 一 ディ Im 7 Gn 
此 即 表 明 AC Sr AEN 


最 后 ,我 们 举 两 个 停 时 的 例子 ， 
Bill 設 15。 ぁ 学 1) 基 一列 tv ーー 


BE 
ct(—o, rrERD, 全 


‘infin ze 1:5, € B) 
1 
(QUNM 一 の . 
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称す 为 列 {Sn 之 11 首 次 进入 集合 吕 的 时 刻 - 由 于 {T= 二 n1 
—[S,€ B i=l enli M 5,€ B € X nza T AAt 
CLS a] AF] ). 

倒 2 ii onl) E -Al ro..356,—28(5..£). EA E 
EE AS PE DL E I, EIS 


T 一 1， 

Ir. = iofin > Tu > En) ER 
TATER ERER TAE T REB. GT np 
( 釣 定 り に) ニ の ) 

UT, = iT = n) 


L 
一 上 





an = #} = 


SUJUT SA N Ea Léi, KEREDE] EF. 
MTA Ta. E ERT. ae, AEI AE T (Ta >l) E — 90 
{nt PFM. T Go) T2 Ga e e C £i Ca) (E CoD, 在 数值 太 小 
上 一 再 突破 其 先前 值 的 破 纪 录 时 刻 ( 序 列 》. 








3.2.1 停 时 定理 及 其 应 用 


上 面 (命题 3.2. 4) 我 们 看 到 ,随机 序列 15,,.F,,n 之 1) 的 本 选 
TES 是 . 字 7- 可 测 的 ,此 姓 我 们 希望 进一步 讨论 Sit 在 整个 全 或 其 
某 一 部 分 上 的 ) 平 均值 之 大 小 , 比如 当 15,, 沪 ,nn 宇 ]} 为 下 载 时 ,我 
DINEI n>m 有 ELS |F nS. ass. BE S, dE D EXC UE, 的 
平滑 结果 几乎 处 处 比 5 六 (进而 ES, E ESO. 现在 我 们 就 a. s. 有 
限 的 {Fi- 时 间 了 ,考虑 以 Sy 替代 上 述 S, 的 可 能 性 , 即 考虑 5; 在 
整个 身 或 其 某 一 局 部 关于 之。 的 平 漠 结 果 是 否 也 在 a. s. 意义 上 
比 S, 为 太 . 另外 ,对 于 两 个 as. 有 限 的 (27,}- 时 间 DEEST E ER 
知道 157 Fr i Srn) J& E ER E CR JN UE. ESL 
ES, ). EIE zE PERLE ET HE A E a PE BOO pa ALE 9) re 
随机 抉择 所 得 变量 的 种 种 均值 问题 的 (在 全 空间 或 局 部 空间 上 的 
期 望 .条 件 期 里 等 ), 下 面 我 们 给 出 三 个 这 样 的 定理 ,希望 读者 从 中 


+ TT 











既 能 了 解 一 些 重要 事实 ,又 能 学 到 - 些 有 用 的 证 明 方 法 - 
定理 3.2.1 o WS n>N ATA. 
OMET &-—4d RA CST RR] UR 
IE < lim | 51 — 6. (3.2. 


"psal 
则 对 lA 
ELS, * dirsa] BE zm 5M ru] iA, S, 4 | 
ES,2 ES. | (3. 2. 2) 
GDE UT, ,nn 之 1} 是 一 列 有 限 的 (时间, 满足 T STT 
及 对 ml 


| ES; | & oo, 





lim 


| s =o, (3.2.3) 


DT] 
则 {Sz ,2r ecl d RE R. 

证 5BEX2.1. 341, GCIIE C32. 20) FLA IEXI T. n2 1 RV 4 と 
SE GN 


Sr = | 5,. (3. 2. 4) 
ALT r] A Tint 
为 此 注意 
S, = S, 十 5, 
AP] A[T— 4] AT n] 
『11 
< [5+ | sso 
ACT- n] Al Tin] 
n 
一 | S 十 | S, eG 
AU 一 可 ] | 


DG): S onal A F E; (C2): 定义 2.1.33 而 上 式 右 端 末 项 是 左 端 
项 中 丸 改 成 4 十 1 后 的 结果 ,于 是 把 上 述 推 理 重复 w 一 Cx 十 1) 次 ,就 
得 





[se | s+ | s= | sr [s 
A[Tz2] As [ ns md] AUTEm] A Ls ml ACT =e] 
(3.2.5) 
注意 到 了 为 有 限 停 时 ,|ESr1 o. | Sa < | R 
AT om] A[f zm. 


+ TB- 


lim | sy = 0, 对 (3.2.5) HNI m m o REESE BEN (8 


《3. 2. 4). [ES; ETE TRE T 48 FE Tim f Sr = | Sp 为 [一 o. 
A A[aszT"] 

十 2] 中 某 个 确定 值 .] 亦 即 ( 记 着 定义 2.1.3)(3.2.2) 前 式 获 证 . 

于 共 中 再 置 # (2s [了 T 汪 1]), 岗 边 取 期 望 ( 用 (2. 1. 11)) 就 得 

ES, > ES, 

EWEG). E PRA nl, Sr 为 cv n EISE. Ac h Be BL FE 3 
65,57, 221) fH BF — 90 d 2E RS Fen] T DIL EE OX i 
个 新 的 随机 序列 157 eo r onali EE E A FER. BUE APT nl 
有 

















ElSr rs Sr a.s. (3.2.6) 
IRE X2. 1.3 只 须 证 :对 Y BEA vf 
| Sr = f Se (3.2.7) 


M お ジテ ュ 信 お 。 全 お [7 レニ], 旭 お ー U B.. X d ジェ 的 
定义 知 , 对 每 个 mElE H お と ダッ 在 B. E BO Tm m. X Tus 
ET PTA T. am a.s. Wr, Bi Ba CCT, zm] 于 是 由 (1)[ 二 
(3.2.2) h B [TZe» UT, Smh B ES EL S, 为 
ELS F n IES. 18 


Js. = [s < [tss ima = [ss 
"a Ëy B. 
两 边关 于 om 求 和 即 得 
0 efe A e 
2, [sr = js i | Sr = D 8. 


m-lg 
"n 


至 此 (3. 2. 72 dR BB CD XE uE. IEH. 
推论 3, 2.1 (3.2.2) 可 推广 为 ;对 任 4 ERI = 有 
as (3. 9. 2' 
(就 中 取 c—n ETE. 2. 22 04 0D Z2 0 — 0 BELBESE E[Sy 137, > 
Sr as RAZMERA A -AHE Tur 満足 DIS S. 


» 70- 





Sr Frl ACT) F BRL 
, 
证 ”只 须 证 Y 4 E FH] Sr eum | Srima 注意 到 
JA E 


I, «dia = la Isa 一 SI 
L 


1 


E 
pue 
M 
E] 

f 


- | Pide) = SN rao — SEL. 
1 : i A ! 


すす yr => 


Za Lale ELT]? Cx) 
1 


S, * darer] = NES. * Iq = DS * Dae ii 
1 1 


( *。) 
(V in で こ 
ES.* Dorn » ES, * Lassaiveeo x ES a 


ES, * Lersa: 
[CG2.OGO O8 TAER es C 0 右 方 的 无 穷 和 中 仅 可 能 有 一 项 非 
3E. 并 用 到 (xi (2): 由 (3.2.2) n Xp RE P 6 cm l1 RE 
E Seaan F] 学ぶ ・ I4 ses. HR v Be x, 有 | Sr * Iu 一 
Ls. Israa = ESpikg uq ES «Tamre o EEBS A. [r- ilc 


BC, DU. ZI REXObBBAC. G.S FEN REX 2.1.3 WEAR 
(3.2.20. 证 毕 . 

推论 3.2.2 {Se on EN AFE, N 有 有 限 的 末 元 : 工 
HARIZ -Afi EE E) Sr ico. MEX] n€ N 3. 2. 20H 
AK. 

证 mE NBE, P EGG.2A.5044 mW GR OW SE PX. 

推论 3. 2.3 HiS F onp RE A FPRIS n -e EE. 


B0 * 


満足 


LES, | < o0, lim | IS,| — 0, (3.2.8) 
POEA epa eT 
ESETE] 
ES e aub = Salire 3.8. (3.2.9) 


及 ESQ—ES,. 
ERA UP nl SpA mm CB WITSETSERS. X 
fA D, Wd E (3.2. 80 SERE A R, 
(Sr 97, nz) ERT 
特別 一 
证 注意 (一 S) SS, 


ll 


lim | $+ 
lim | |$] =0 = tr 
ha] lim | s, 

"" 


M REUS, LEAL n ZR P M BRUM AXE P R S, 天 1 与 1 一 3、 
Fanal) 用 定理 3. 2. 1 的 结论 ;有 却 得 
Ei Srpna Sa asso. ESr ES,; 

El- Sriram Fat E Sa 3.5.. E{— S) IR El- SQ). 
合 而 为 一 * 即 (3. 2.9). 

35.5 BIXEFERIS Aon SLA i o Se Vonzlidtfriu 
8] xE BR3. 2. 1(i) 时 的 推导 ,可 分 别 得 ! 见 (3. 2. 7)0 0 Y. お と ヴィッ > 
& 


0, 





i 


0. 


E 


DO 对 此 三 -赌博 解释 .证 S— Sali) OX] ZICKOGE qu Ou t t. dt MED ODE 
EHER pi E e A A T HEC ER c RER SEO o oi TE (E EX 
SEIS. RE IG. E PIEGUU DOWD A E A A-A fE S AE EDEN TE PE Li fe EC ECT A 
BERG LE ER YER AT Rb ee b. 


= BL" 





亦 即 对 Y REF ,有 
| EES = | Sra = f Sr 
H a " JB E 





ELSr | 
成 立即 {Sr e nz) Ar. 

特别 , 置 T. 六 全 Amy 有 TST Se COSA, S rann lAn 

*DTOR4R CS, 57, nel SA R T.E REA BS F 
t CR G.2. 20 RUE EMARE RA RA A A TUB HR 
引 理 . 
则 对 任 一 有 限 停 时 六 ,有 

| SidP « M, | ISldP < 2M — ES, < 3 supE|S,|. 

. nc] 


Se [TZ] , 


LF] = Sr as 


(3.2. 10) 
证 —RI—DAmamb.mBnqieecxlpS ub. ddEIES3.1.1 
GOAL ISE 57, zeli F. TEA 
ESP = >) f St 十 f 3 | SI f S, 


mimg c] 7T pg LP] 


= ES} x M. 
ID. B FT = jJ € 9, BFR RRA MBELEH 
[sr« | SI デコ ゴー [s.m 


Lz =,] =i] EY- al 


ESF M. (3.2.11) 
SB REPE 3.2. 100. MSh Fraen Z8) RE FA, A 
3. 1.3) 有 ES, 5 O45 RE. 从 而 由 Fatou 3 引 理 (推论 1.8.2) 可 
得 (3. 2. 100 的 第 一 式 : l 


M > dmES;,l E limsa, = ES} = f SidP. 
und vm [Tz] 


+ 





JbGK. [M S.S RIZR) FART OS Tals 
-ütr-jle-.. Kr [som | S. 据 此 就 有 7 


ES, 一 | S, + | S, x f S, + | S, 
r m1 


Ta: pz] ERE 


| 
mm 
の 
E 
| 
r 
uw 





Dm =] re] . 

zx | 5, 十 S. 十 53 十 f S xL s. 
Ur i| EE DÉC Ua] 

z | S,4 | S, — ES. (3.2.12) 
Df: [rs 


下 


由 此 (注意 传 | 一 二 十 和 —20' — (£^ E ) —2£! — oap f$ 
ElSri | = 2ESr — FS 。。 2M — ES, 
[C10: 7300.2. 110 & G3. 2. 122 HE FI Fatou 引 理 ,就 有 
E[lim [Sras] = ESr|] < mE [Sra | 2M — ES, 
Us x 2M 十 Eis « 3 supE 15, |. 
(3. 2. 100 8928 ARE. 证 和 毕 . ' 
定 理 3.2.2 WSL 22, X, on l E TF BRE ZR Uf 
EX; «oo,WHi T EAE BR BC. HIB. 认定 デー (0.0). Bn 
果 





G) CUM ;一 co ,或 (3.2.13) 


GD (S; 2211 — Stn HG 
则 对 ncm 
ESrl i ) 2 Spiran Ias Ay (3.2.2) 
ES ES, | 


证 GO GRE RUE TEL. 8. 7,35 (2. 1. 112, (2. 2. 10 8T 8 
ENX = = EY) X; Iu Es] 一 や EX * Ip sn] 


n= zi E " T1 


和 





= S EUo EXKI Fn D] 
L 


EÇ Drs ECX; 7, 1 
上 


一 EY EO L0 < co. 
BE GERGH D LE d) 
ES} ー ECS XV L EXI XI < o, 

AMIES に oa. 还 有 | | 

| S < | Nx x | Sx = o0) 

Tin 
Un T OPERE PUT >n] oO BURG. 2 2. D 满足 ,从 而 
FAG. 2.2) 成 立 . 

(b 此 时 ( 见 (1. 8.7D) AsupES, < co. 由 而 依 引 理 3.2.1 得 

ES} «ood LES, Eoo. 再 由 PT >n] = oC), lim | s+ = 


a-e 


Cra] 


0, 这 样 43.2. 12 取得 以 満足 . 证 毕 . 
推论 3 24 BiS— 5,5,X. nE LRAT EA 
有 限 的 (之,)- 时 间 , 满 足 


EY X [56,] o6 (3. 2. 14) 
GEHT EAE RR nv D RELS In LU RET 
积 时 ,就 有 :对 每 个 nl 
5. (3. 2. 152 
成立 及 ES,.—ES. 
证 "MOSS nLDNSREB.USSnzlP(—Ssonml1 WE 
WR. 对 它们 分 别 用 定理 3.2.2 即 可 .证 毕 . 
注 TGO.2.15)!BE 4 一 1 ,得 
ELTEH1I]S 0 E ELS |7 ]=SsS, as 成立 ( 再 用 (2.1.11) 得 


* BA * 


ES,— ES). 3k BL US eon Spr r E T CoD &. 
推论 3. 2.5 ーー (nml ELdR.mPT A 
有 限 的 :六 ,时间 . 满 足 C3.2.14)， wies *14i 

E Sy VE p ジッ IS ドッ チー ニー as (3.2.16) 
H E |S EELS 

证 BHES LIOA Selena] A BER. e EM 

3, 2. 2 得 

ES; Fag [at [S Ti 8.8. 
dtm ii UE Jensen 不等式 (2.2.9) 得 

CIS, £u EM S Peu. 
ai Ei Sy Meuni at nass. 

IERP C3. 2. 160. 就 中 置 n1 AS [E.H d. 1o 8E] 4 
E|SepzmEJSQU. 证 毕 ， 
E E, eciT-o 時 符号 Sre lw S. Go.msl S CoD, 
SaGo) pae Lj ZB xS LIN ERES SS Pec [ro ]EXX 
X.CAE Se-P O Lass. AEX, de n d S PRRE AC ED RES E ass. 
ARIE A go SE BS GE Aii oer PE Rm, Coo P Q Lass. Trete. 
可 未 记忆 sa Jte Sr TUS] EU S. i. 这 样 纵 使 P57 一 
jm A S FA Fte a.s. 有 总 X. (EX Bl E P cunis. 
n=l) y TEAS P BT. ae Rt CR IH OL. ELE RES. 3. DULL g 
He Là PAIE D a. s. EE ER Zn EOR E a ER. 
pO. 2. 2038 RH C2. 1. 112 nf (8 

ESjdpuqmmRESGauu. zl. 
换 名 话说 .对 as. Mt T. FÆ S WAIT CO. 2. 日 时 ,在 
ARTET En E Sr 的 平均 值 比 5, ff X. 

MEE, MEE TFE S SEEDS DE or ass, 的 
FRE WR o Elen y= [eina] EFE r Elin] E E 
均值 之 间 关 系 的 . 

定理 #4.2.3( - 般 停 时 定理 》 — WRGS,í127.. 820) Jg FER. S 


* 















































> BUE ERE c.rdÉ AL oras QWDGD EE XE a ECT 
ESI, E ES d-na m ES oss (3.2.17) 
frERTAT ,等 守成 YY. 
证 设 @ 一 Poe bE 一 120 人 
-SX ,— 0 ESA ER Lio zB. 
EG. — の DEUS ap EIX, 7, J} 20. 
EOD: LITH C 21102) 0X0 FR 28 90. 了 对 上 了 式 两 边 


基隆 『 求 和 FS 
EDAX, zs EN TX, (3. 2. 18) 
eon PH 











因 gr HIZR, i Posee Con . X IN astra s. 
了 a S- f CRINE るー チル とい あす 这 样 由 (3.2.137 HD 


得 :对 任意 n0. df 


EN Fats Se D I ED peg S Seo). 
i [LU 
(3. 2.192 
FUA 
(3.2.19) ÆI = > | C GP Clio) 


-$y |: QS; — 5; 3P'(den 


^1 EJ 1 r 
EN > | GC, S.D Y や | o 08 2 


È mim E 
i a] 
= ES du n ESL... 


[opdnEd4A >) you 一 ふま 。」 + SS WS Ba HAT KE 


£d o: 





H 


POR s 


的 # FEBR HUBER E Ae HUS. UD S RA ROD O): Re JT A D 
和 ,去 括号 即 明 .] 同样 可 算得 





+ 





(3.2. 190 AN — ES. r ES, dea 
[€ A SiC. 2. 199 pA XX Lo ]C c2» DH BIS (3:22 170- 3E £F. 
推论 3. 2.65 有 界 停 时 定理 ) VERAS SUA on220) 为 下 靳 ,ao.r 为 
ARF E ecCORNOalss CN REM rA E DAE. 
五 (| (3.2.20) 
证 DOO.2.170 0 Hn N LS 
ES, «; ES.. (3. 2. 91) 
Fir st HI -— 0 FELIS] HE 30 Lid (3. 2. 21) HE I C3. 2. 20). 
YEH ACCU. S oa Sofa oci ri 全 Teh 十 coeTy. 
MW ca ra HARR, A oa A Nra AN 也是 停 时 ,而 且 达 有 ohAN 
Sra ANGAN). Aih (3. 2. 210 oR ACA A 
0 ES s — S, 44) SERS. So 

















r r e 
EES, ny = | Seas 十 | S.N 一 | Sec | Se 18 x iA 
A Ja 7 z 2M 
€ Uf 
o«| c, — $0 S| Ec, SL 9| (gsi テー su 
A A 


ÉClo:38 2.1.3; (00 E2 2. 1CüD L2. 1. 3104. JH 
8, ELS, 134, ] a. s. 

推论 3.2.7 OFS HTE, cr h ERER eTEN, a s. 
则 ES. ES.IESSES.; 

DË S X; ERRI S D 

GDA S AE, TSLN as. M 

EIS: | x ES, t 2ES. 3・ Sup を 15。| 

ik (D) TG.2. 20 P Zr SIE esr Xr0sZo.oszr.rxN. HUI 
得 所 需 的 三 不 等 号 . 

GODAI T PS HOB T. 

GDH |S | 55, 2- 257, ES SSES (CA GD), MU BR — S 的 正 
BPC 5)! —maxC—5,0) —S^ S nn 9 F Bk E e 
3. L1 2, GO T, MCA Gl OD ECSO- EES LESS SE HS | 


8T 








sup lS] 生得 
supE PA 
[Dell co) — j BHIEGY Go — Co Sia Gi) V 0 (C78, 
GO VO— CS. V Gs PTA CSO 一 C3 0, RE. 

推论 3.2.8 dE S aier AUT EREIeaELTELN a. s. li 
EL[S.|.77,]- S, a.s. FL. ES, ES, ES, — ES, 

证 F REES UU aze0)& FIO: 2. 200 R ETE 3. 2. 60D 
HI BH. WEEE, 


3.2.3 例 


例 3.2.1( 箱 光 同 悪 ) 我 们 以 赌 徒 输 光 问题 为 例 , 说 明定 理 3. 
2. VIS FH At. 考虑 从 原点 出 发 的 一 质点 河 数 轴 和 对 称 随 机 徘 币 :该 
项 点 每 次 都 包 相 等 的 概率 向 左 或 石 移 劲 一 个 单位 蝗 离 , 而 各 次 移 
Bi ALIM ILgR LBS. 即 设 广 , 是 第 7 次 称 过 的 距离 (XX 一 上) ,而 xc 
—]),.2, 0 LE fü sr. 设 数 轴 上 的 点 eS au B x—6( o> 0) EIR 
V EE CIC SER TR MEL RIBERA SITO. DTE GX uml) Lid. 





rv e PDX(o-1j—-P6X =—1]= J, EX, = 3, J ti 


124, SS, nz.) RR. m T—inflnmd. Sbu E 
1 


止 变量 ,此 为 as, 有 限 ( 清 读者 日 证 ). EAR S.l ca Vo. it HE LS. 
v .orzml;— Sn] 38. 这样 市 推 沦 3.2.3 便 得 ES, = ES. Bl 
が だ 1 の オバ (一 の ・ ア 65 — aj — ES, — EXu—0. di T M RT He 
E gc P ng Uc EE LUE. BI PIS, — H PiS —a! 一 1, 山 此 可 得 


PiS, => a = _ 


uc 
IX REL aiT SERE GE SS EUR. 6 oo CAS (LEE EIE ÍT 
AFER GRAMI SHF H SARF —julmm HO. ST 














à 





* RS e 





例 3.2.27 不利 場合 的 最 住 下 注 策略 
(EU 一 赌 徒 持 7 一 /<1 的 财 汪 而 来 ,从 事 


博 : 每 其 他 输 . 启 的 概 这 分 别 为 4 与 p= 二 1 一 y 
fh 


-IF 3 A ZEE WE 
I. g BORDER 

.. WE GE RR ERE E A 1 aT RDE HH s ta. [d fl iR TIT 

A た od 2 Ao B YE AR GG 


20). REF xh 
敢 策略 ,即将 方志 








TIEN TA y OM 
U a LA R ue ds dx ASA BI pg ug A 
i 和 2. LE HH] ax pp E SEBI EIE 
HER MERI JE 3E: S AE B. 
iX enli Æ hLiLd rv ;满足 
PiX, =1}=1— PiX, =- gL, 
2 
Pa Sard- a Hdiosasc. 对 任 一 常数 0 之 /一 /<1 ,定义 
jf CI-E AX, AO, x ， 
L . 2 
=: (3. 2. 22) 
[^a Xoex, lay zl. 
*X]aemo.«- 
S E 0; 
URS LFE] (3. 2. 23) 
Inte f > 1! (mf xd 
则 5.6/1 


用 来 時 的 老 本 fF. ACRUCR MET is 是 后 如 愿 归 去 的 
WE. 显然 当 ECT ÉL BEN WOE a O A p. COO m ua 3E BR 
数 、 

为 证 上 述 论 断 


ELO: 
引 理 3.2.2 RGE. dE a —1— p WS ER cos 
f 


ba) um Pp * BU 十 8? 十 t 





"HCE — 5). n — 0.1,2, 


SD iX 


(3. 2. 24) 
X^ PU ENEA SOR BRI GTC AUER KI s A n] RT BE et Oo; 


85 - 


证 出 (3,2 22 可知, 对 十 固定 的 呈 , 无论 X08 12€ — 1.0 
是 た ;大 省 相应 的 fa Ao AEX ET n WA pA Ltd dmn P 
aus AM. 令 AGS imax 2:1]. M di SOR 式 得 


a 1 pi pf | 
Pe っ | | A^ 2 | | 一 2 PLA zl 人 | 
HP |A 「 す | Xo 
=p PLA, (HER PLA CQ ) = p po. (x 04 
i + | 1 
ba -ePA xa 
Ir | 
tg P! Ana UU [X = 一 aj 


| 
=p Pi (1)} t PAAUO pH pt fy) (xu) 


因此 ,对 0 所 /所 1 及 六 0 有 
[es ss fim Dol 
Pari Jn 
|2 キ (97ー D SEA TT 
=prp N Hg pZ — l). (3.2. 25) 
&AR ESRAP «0*5 FELIP Sr CX H not ue 
(一 se co) 成立 
B uECI. 2. 240 ZG XE HIZO NOIL x X 
AC) S Bai — bt E — qp o s) 
(3. 2. 26) 











并 证 明 其 非 负 -. 

先 证 A CÉ 020. 分 两 种 情况 证 之 ， 

1” FH CRA fsal) A キワ ウー た (キッ = 
FHR FAGS O= hnl EERE NU 
TO —P[ACFT3S ]= 0, pfs) 50. M ili G. 2. 260A 280. 





TO AHAA ES A Ai. jE Eta ERE FRL). F 
同 . 


90 ・ 





25 f pszcelUpOuidpafcfags &2f- dq 


为 把 
(3.2.25) 代 入 (3.2.26) 得 ) 
ALAD prim ptf Es] 
c-g-L&R2/—1»2— た デー sl. 
EH bs CO BR JE SE XU NCCA S080. fF FERE 
AQCÉ Is) ze (3.2. 273 
T a= ON) n sr GE SER POSSE f. 
A A ALE n0. HC: 2. 25D 








(3. 2. 26? n] 得 
(チー bi [AC - BO M81 

d 9*5 — 1)- ACF-- 5] 
AAT n atl Aat TÉ 疡 -百度 几 53. 2. 28) 8 [EP 
A, CF) PUn (AD - pt2fi 2:1 





Ha TAAS -3)-- p.f. .25 一 1)]， 
ト zg・、 か (4 チー エリー pu £A 2s -1) 





Ep —2) - が (2 デー 2s) Ja 


(3, 2. 28) 
gs OEXOS 0 X 


A Cf As) pr Gf. 2s) 


grip LEAS 2)— p, (2/--?s—12 1 
rq'[g, CL — 3) - 5, Gf - 25 10] 
= ptAQO ES) gA 2 ブー 1. s) (3. 2. 29} 
接着 证 明 (3.2. 27) XE O&ZE VR E. 用 中 纳 法 .已 若 捧 对 二 0 
H. 假定 它 对 三. 周 定 的 #1 成 立 ( 式 让 Feo. 





ECOL 相对 于 工 的 不 同位 


ir 


LUIS IL REP LEONE: 











PL fo-5 


rel 一 


Y 


5 8 DEED EST LESER S XAR GR LE SER UL Fon IA T SERRE EDEN 
y: ELE fri [6T FE HE JE e rA LEER x rp e dE SR) dE em. 


9] a 


| 六 sE 














EREL Pus Foz] 22s KS Td CR 
(3. 2. 290 1 FER (BE GE E EE AS CA S0 zm0. 

Ye HE 2? AA (PE EE AEG 2: 290 JC JF. ALLLCF GO IRBU As) 
OzL2f—2su2f/-4d-2s9l,.WPEA2/Á--2s— b19z0.2f£/- 2s— 150. M 
pl2f +2s )—0.RGfÉ 2s -1)—0. FÆ 2. 290 tH B Le o m 
0. 从 而 出 归纳 假设 知 ALL CÁO. 

在 情形 如 ,首先 (注意 2 有 27 一 25 1570. Ak Æ G. 2. 28) H 
[uro XB fs fos Om >t a>. 
pA =], Le 260. MA T 

An an E pege Deis (3. 2. 30) 
wi EERS. Rs n ESSA ze) nf f 
A, pol om prar LET D— ef 2s D]. 
pg pd 2) -pl2/— 20] 























nep]. beri — pl pl Jst o'r: 
| 1 1 


T au e l og; ld 
—p A, 2f 2 PAS 2 i zm. 





[CuolN b. CORSI AE BE ED T2803 qoe p. GO. HC (3): 
Wif- Lic LH meu. degree 
(3.2.300 X. f8 
A GP SR pras [ p LUE) BOO FT 23] 

pa pQOLÉ—2)— pui 2s— l2 


ES 
4 





a ー - 
mpm d pen 
Spp Dehri) 


927 


1 | - . . Er 
ー frå] 2f 1 t 3 — 2s] IQ. 
[CD /十 ,基本 可 知 [ m0. X qz ps GUB CHO. (3); 轩 为 


dzs MT. 
ix REOS EAR ALCA s 20, IB A HE UA TE 
sss. Ip COCTE BB BIER STEEL CP o cmo BOCA. 2. 240 HR TF. 
引 理 3.2.3 E OG Z leen Neconidk :个 五 随机 序列 ， 


S Ca --UH E 天 Ts 六 一 1 的 停 时 全 的 全 体 .定义 


27-- 


Fo Em 
x 




















Fy Syy £x FD : 
Aux A ーー . 205 (3. 2. 3D 
Ya EY —max| Xp E Ku EERE, | 
若 令 as—inlinzsliX.—X,..44j 
sup EX, — EY, — EX,. (3. 2. 32) 
Té, 
说明 ”此 外 给 定式 Xon X TG Fd I X 8 oj n Ni 
E xc afi iE Yrs pt FLUR. X d& a fg x 3 
X, EY, d 7, 


Xa uL EY, デュ :J ーー Y. 1* 
Y, ダー EY, [55]. 
证 l^ 为 a= max Xos Ei Z,. 1 r4 "N Ha: 系 Ld "t uf ji 3 于 是 对 





ァ ー | X, | だ ロン] 


IP DER 








EQQQUEÉV ER | RES XS | E 
vA 


从 而 
uh "- E: Y, =l i rd » í a.S. 








JC AY, LLENAS ERR. 
H FES TEC AAP TEN ]—1. Ari 














tl 
-y X SY | アー EY, EY 
m prj J-l my 
[cop c3. 2.31); (2) di dE i3. 2. 1H. 1 本 
EY, 一 | Y, 十 | 7, 
[s 1] Tall 
一 | y, 十 | max[ X, El», | 
[y—1] Caos ` 
= |r | Em] 
ls=1] [2741] Ls=1] 
二 | Yi + Y, 十 Y, = 
Pe- ] [=g] [o2] 





fO. C ORIG IPIE ee C, au 


SoP EXr — EY, = EX,. 


引 理 3. 2. 4 对 十 任意 的 rv. Y,.Y, 
£ Tiy eno v = c(Y, Us. ) . 
则 


Pi max Y, っ 1; — EY. 


其 中 为 定义 如 下 : 


了 ` B 





N, 


1a al 


n+ fn 


(3.2. 333 


A ^ H^ - Dn 
Ys = XY | — max, Xy EQUOS] x i.e. 


れれ = max! X, ES, トト. 
证 E 


ー [ni m N.X,— l}; 


TON, te = Ø Hf. 








WTEC’ E 








Pi max Y, =1}= Pi max X, — 1! 


Lp Tr NIU [T — NX, 1]! 
= P[T«N]TP[(T—N.X«.—1] 


"qd: 





->y ルアー ニカ ーー ア アー N,X = 1] 


uu 
1 


T= 
TI 


一 EX, = EY,. 
EC 用 到 引 理 3.2.3 的 结果 . [4 8] 3383. 2. 3 133. 2AF Y; Eo Xl 





癌 :10 12y = maxi X ETY a pA EX 自 


友人 革 右 头 一 个 为 1 的 部 , 正 是 在 XS o XS BBEBÁSZZIMNM 
一 个 使 所 成 为 二 的 Xx Suc. mam TakkEgbsa2. 3d 8 c.] 
证 毕 ， 

定理 3.2.4(LDyoretgky) {X unal h d. r. v... R 





PiX = l= psl -PiX =- 1},Xo=1- >. 对 ael. 
Ea SA, Mp A Xe X. 
EER ROLF M 


ーー 
(3.2.34) 
表示 使 用 果敢 策略 时 赌 者 于 第 盘 结 束 时 的 财富 .芳和 az1 是 任 
意 デー 可 油 函数, 満足 QSSg。sS1, 面 (nce 10 EH JB A F PEZ 
ETH s ERE RM HER S E LB 
^f 1 (3. 2. 35) 
h, = hya Cl A gua Xn Ze.) 
则 对 -- 切 六 一 0.1;2.… 与 一 切 了 E {0,1) 有 
PC = P! max fj > 11 > Pimaxh, > 1) 2 pylh) 


(3. 2. 362 
证 B 


= 四 = 





w = Thiells | 
d, 2 max {dp a Elda hao | (3. 2. 37) 
n= N—1,N 2,10 | 
由 引 理 3.2.4 知 
Pi max A, = Ed, (3.2. 38) 
X BAVZETBUS dy 15 BO, 
ACH A du—0-— po, 
n vi 
dy = PR) assa 
即 
d.C punk) as 、 (3. 2. 39) 
E n= N 时 成 立 . 
作 归 纳 和 假设 : 设 对 某 个 xEL0,N) 有 
dati S Progen a) 8.8. 
3& 41:389 H] ENE H A E UE BR (3. 2. 390 HR y. 

由 于 诸 d; 是 依 道 序 方 式 通 过 (3. 2: 37) E BE B LER de 
L01] HA al A ps. (O5) — 1. W 5j Ho HI TE. d, max Ip, sa 
E(d, i 35, ]—- 10 IEEE T 1 EG 775, € [0.1 D & dii, 
hel H A 

d, S5 Pnr in). 
王 面 证 明 A LL nchskgEcr CF E G. 2. 39) 得 让 ). 

TE を ご 1 時 由子 Tous — 0. Mt dr C3: 2.372 i A d. = 
Eid... ].97,), ifi i HH ER E E 

n 5 Elda a) RE Ei pw- uo 95.) 
DE puan, OR, P An ga Aaen 


(2) 


= P T PN o UR, 十 ha "E. C 1» 

Hgt Pnom An A t guae (ーー 1)) 
i3» 
WLDby OR.) as. 


* 0556: 


[CD A (3 2-35); CO UL Jug, ER Soup WM GL Ce on, S 
SX inn XD IER S BTE X or X, EMAED F Ang 第 为 已 
95. 从 而 PN in* o Gu bh rut Ka E IURE r. V. Xon AIAH Y SH 


Di XQ Xen X, 独 立 , 故 这 个 条 件 期 望 显然 为 一 之 右 方 ;(3) 
A g。 三 第 ヵ 十 1 長 的 踏 注 一 生 ÉLOK IL EDS LA Og Ll. OS. p. 
过 所, 所 以 可 以 用 (3. 2. 24). ] 至 此 ,倒退 归纳 证 明 印 告 完成 , 因此 
XpOxzsx-tN 有 





d, py Q0) as, 
特别 有 
d,s pi È pf) = Pimax f, 1} as 
ERP dA! rv ti pa OAR RO. MATRE 
Ed, S; Puo). 
再 注意 到 C3.2,38), 就 得 证 
PimaxA, z1 s Pi max f, = 1 上 


WE. 
3.2.4 Wald 方程 的 推广 


我 们 知道 : 
OO fofo eoé, WEIER rv. EE TE WA 


ES =n» EG. (3. 2. 40) 
(Dix £i $t E, 是 1. 1. d. r.v, „EÉ, = D, EÉ — gi co , WI) 


var 5 Ê == nvare, 
] 


EC EY = no FER. (3.2. 41) 
(GE (8, F n=l E ER 3E 0 LRL CBE. 1.4) 
ECD EP = EJIE, (3.2.42) 
PI i-l 


(n7 





基于 停 时 定理 的 下 述 装 论 表 明 :在 一 定 茶 件 下 ,以 上 一 起 中 的 
加 項 数 日 SED H AIRE T m RE EE : 


p = (ET) « EÈ, (Wald 方程 )， 





EOE = CET) EË (二 阶 Wald 方程 )， 
1 


ECES = ENE 
1 1 


CH r—gmsWp.N x51 3O.2. 4041,42 T j. 
Scr 81 Ai GERE 
引 理 3.2.5 Bié onal dE :随机 变 晶 列 , 了 是 如上 王政 
Sr fc PI BRL. 则 对 每 个 ms>1 有 
ya- や £i, (3. 2. 43) 


证 V ot. 则 有 与 之 相应 的 TD RE J £e. SE Co. 
.而 
FM を (my) H oe H fw, HT (D Zu onda 


2; Éw) 一 一 1 


é Lew) Ut Er Co) * M Ta) E n 时 . 

















= S 6) «roar. 
引 理 3. 2. 6 设 (デッラ 1) C 的 递增 的 子 o-hEGQST 是 
UE. d apo as.. 则 对 任意 非 负 可 测 函 数列 1 ,之 1)} 有 
EOE) = EIN EGIF, D] (3. 2. 44) 
说 明 対 任意 的 n ROESEEB ANE 车 有 
EC > 一 S Ee, 一 SELEG AD] = EV EGIF, ). 


该 引 理 表明 :对 非 负 的 总 ,可 将 这 公式 中 的 推广 为 在 限 停 时 T. 
证 由 (3.2.43? 得 ,对 等 个 n] 


TAn 


EOD = = Se " 
成 立 .注意 到 诸 &( Bn EC. E EET TETEN 


98 * 





ibl.8.2»18 


iei 1 


EO? &.) = = Edim sm n 


En 


2j 


i1 1 


lm SJE tua? 


LES] 


= 7 lim P ECL alis] 


= lmE{ >) Tir; a EX, . ダ ェ O] 


=E; O イー 


= Ei 5; PEC 0 Mao 11 


P LYM uus OMEGA 0] 
n= 点 一 上 
ED EG, )) 
A 
[CO (5): dE ib 1.8.21 (2); 


(3.2. 430; CD (G.1. 1195 D: 
(2.2.103(6): 记 左 方 1 2 ya ・ Da- = Xa DAR 
* 1 i= n i=l 
义 . 了 证 毕 ， 
定理 3.23.5 {ién 
^ V; RET] o EL 


X nz ZA EET Soc" 
UXS D. 8. firj M m1} 
OA TRZ. AJ E 





ENE co (3.2.45) 
Gi) 2g Sb 25 d. M " 
ES) E : (3. 2. A8) 
时 ， rye 
Ec Me [O7 Z 237 EIT GU 


Eas EW. (3. 2. 47) 


-94> 





ECN ELZ.) 一 ME EiT mc kas RI. — (3.2.48) 





证 Gigs, = Nu mE. 注意 (3.2.44), 由 (3.2.45) np fü 


Per 
3.2. 132. 因此 , 出 推论 3.2.1 及 定理 3.2.2 可 得 (3.2.2) 与 
.220 C3. 2. 472). 
CO CL Sona RWA PERApEQRICOBIS AL BUB). 证 毕 . 
推论 3.2.9 i F onal) E LOERSE ALD 是 1 站 -时 间 . 
Te ass. X53. 3. 46) 成 立 : 则 有 


や = RS (3.2.49) 


证 EEG. 2. 482 Bl 
ELM Isal Zd USE Irenas. 
TEPE =T IR 前 
ECCE 4 us 
两 边 取 期 望 即 得 (3. 2. 49. UE NR 
注 “推论 3.2.9 克 明 , 园 场合 的 命题 3. 1. 3 的 结论 可 由 “ES， 














な っ し を "on ELEC ROEA 


"ES, = と うち AIEN T UE URL 
『 ェ ー1 


(3. 2. A9) y n] Ej 2g SR I Wald 方程 . 
定理 3.2.6(Wald 方程 } iif onli Li d.r. v, X34 nz] 
S, ala EO ET ELA I H RE. Fs; 存在 , 则 


; 
EM, = (ET) » EŻ. (3. 2. 50) 


证 PAIR E &l-oc. HG. 2. 440 5j f sr VE CRE BE2. 3. 10 RT 
得 
工 m 
E |E — EZ | = E| NECS — E| |, o) 
n=. ョ ー 1 


し 100 * 


» 
Tf Arp = "EN 
= Ei S E| — E&, ii 


z 
ED EE EE 
"n | 
zz 2E|E | » ET. C) 
TERZE EC... Lz1)TDTp4E 3.2. 9! AER LA TR 
的 Wald A fI, v . Bf 


了 
EDE ES) = EC, — EK& ) — 0. 
io] 





即 
EY - CET) o Ec. 
Di ORE, =o (B ER 一括 を «650. Ub Bp ETEL oe Ay 
POpDeoo]-1.MdW alë P[ 了 一 n 十 是 
(3.2. 500 ZAS (ET). E$ — CET) E - (ET) < Eê, 
=n PIT = n]a EÉQ -ET o ES = o, 
对 F, e n ;用 1 的 结果 ,就 有 


2 3. ar e ーー 
X £,) — (ET) ES, «s, 
从 而 


B y 
(3.2.50 之 左 一戸 (ふる) = ENE る) 


"| "| 
一 NE 一 ee ) 一 EONA 一 の か ) 
| n ] ュー 

BERE C. 2. S5 uiv. 

ES, = — oo mh HE BR 3S DE MAAR S uE RE. 

接 帮 我 们 致力 于 3. 2. AD BEL ARTA 

引 理 3. 2.7 d Faul E LAE P, M {E EEE 
BLUR 





TA 
EC を ex LENS E. nm] (3. 2. 51) 


=] zm 


而 如 果 了 <c as ; 则 还 有 
YT T 
EOE SEDIEL (3. 2. 52) 


i=l i=i 


证 d$ 216221 ,并 认定 S,— 0. 




















HAS MESA NSOSU anzi EL. 
i-i id i=] 
BURWORIM VAES oA 





[es Dm =| tr DA 
A PEL (01 


?二 | 


AEN E e| E o Ao 





. ui DENEN UNT O2 La que 
| HA = [ Ei C£, |-*, al -[ SELE | eal 
JA J 


EE 


=a i = laatan 1. 


[CD X2.1. 3; 00,02. 2. 110 5 CD Lit £, R Sh 28s]. Yt m 


[ES やめ レー コー @ Me 


| DV aec 
uL icd 
所 以 
E PERI 
五 [( 一 Mu, = (8 MD as 


< = 
X] 89 35 51 £m, A 25, S.) Vend eO ES Leoe X Schwarz 
不 等 式 可 得 


PA a Ta a 
EM || — 2E ES, || ; 2E M E S, .| 


r= 21 
" 
Yr ul 
-—2»51E|É£- S. 
l 


-102 


z 站 
I AES OW ESL, mee. 
i=] 
A HR LHES. 2.9 的 条 件 , 内 而 自 (3. 2. 49018 
TA TAn 


TAn 
EOD = Ehan = 2,80 — Em — ES — 80 = 0, 
: 1 


WE Bl C3. 2. 51) 获 证 ; 
y Peo ass. He.d03.2. 510 tp noc, H Fatou 3| H54 
E a E H OE ET. 8. 2 


UA 


i=) 


ESI = Elim CS Ets c" lim ESt4, 一 mE Ns 


一 = Elm Ms — EDE 
(3. 2. 520 dE lE. gu. 
定理 3.2.7 WS n zl BL PALT RO 时 








m, AT eoo as ES, 会 っ る. 当下 列 条 件 


(12 limE | 5, | 1 Tops] — Ü; 


の Es | «ioo; 


(3) lim ES; Pau L0, 


WEDE < 


0 一 1 


中 有 有 一 款 或 立 , 则 有 


T T 
EO = ECN 8D. (3. 2. 53) 
fr 一 | i-d 
证 我们 循 以 下 层次 来 证 : 
(2) 
SS 
(1) 一 (3.2.53) 
TENET. | 


(12->(3.2.53): 因 题 设 条 件 已 造成 (3. 2. 52)， W RIE 
的 不 等 式 


=" 1903" 


1 
EDE SEXE (3.2. 54) 
ュー ュ 


r=} 


JR iM sr Bin]. 
HAS OSHEPX nl RTA 
Iu. c " ECS E PU ZES; . HT 3) l- S52, | 


一 “Rds rr 
ー 1 


SSIS rmi 
i43 
Sg 5 Shas * deres 8.8. Cx 
[0:02.10 GOD CDS RE; OD 2E 82. 2. 5] 
ERKA FE S anal) ,由 Fatou 9] 理知 
Ez EE = E im 3) 


ux on 
TAn 


= lmE| MM 


i=] 


< lmg う ) lé: 
< mg | 


eo 


= lim E 


ues 





x. lim ke ? x oc, 


me 


BERORI AATF BEES. 2.1 的 条 件 (3.2. DWE M 
mam worm 
Ei Sr * Traa Fat — EUIS ar * Forza 
= |S, | * in A.N, 
上 式 両 辺 同 時 平方 , 井 用 Jensen 不 等 式 (2. 2. 90 ,就 有 
EISi Fa) Tr zm Ril Sr |.) t Tops 
I Sa t Tiren = Shaa t dorga as g) 


: 104 9 


合 (* OC D. BUR 
EiS Sn) ZR Shr ss .Xbn md 
LAN VI BERCS 23 2E FE C3. 2. 51) 又 得 


TAn 


ES? > FS, = ESE ),z m 

















对 上 式 两 边 { 实 则 只 是 右边 ) 取 ,时 的 下 极限 ,用 Fatou 引 理 即 
得 
TAn TAn 


m > limE( £D 。 p E(lim 3,8) = = EM & 


It IL C3. 2. 545 HE, 从 而 让 (1 可 得 证 (3 2.53). 
(0). 因 为 


ER + Lass- FOIE doa 


一 EC Ss -Irag EUNE dr Fosse 


i 二 | 『 テ 1 


BEAR ECOLE NE ECHO, 0. T ESEL E 
pci Bg 
ECHO ーー 0 EBIC. 
(0-9 CD USE FE SE ESAE IL 079 0 UE 


E IS. | * Tire = E|S,| * {yn ls oa] + E|S,| * Tronis, sa] 


$i 
SE a * Torea say 十 Ee: 了 [ls sal 
デー ョ ] ーーー テ 1 
CR EE RE C30 Too a.s J) ZR BHCIO ER SF. 
(409—032. AIE S570, 見 


Gau 
ES. 一 > CEST. ーー ES afers; 112 
了 一 ] 


SS >; ESH -Ti — ES Lora)? 


r=! 





= KJE = SF p) e Tra 


i=] 


= SES "fauc 2 > Fé, iT zl. 
【一 上 


『ー」 
Elia = £a, 0 FE Gro — a2 H t HC, — à, OFE Ip tH S, BJ 
为 39, ET LEO (2. 2. 11) 得 知 , 对 每 个 IRAN 
EQLS t Hp = ELEIGS, |t daan S] 
= ES EQ) s 
OE RBS 5,97, nZ91) 28 B 3E DD. PA 








AH — 8 nz 1 有 PILIS IS | M ifie Fatou 引 理 ( 之 变 
忻 , 详 [10]$ 27(3) ) ,两 边 同 取 . 上 极限 ， 得 
lim ES? en EV 


n omo 
e 


NE 


E im 2 28 


n= 7 


= zu. 
用 下 被 限 科 上 极 腿 ,从 而 (4 一 (3) 1# 
定理 3.2.8 没 (6, ヵ 且 1) 坪 jild.r.y. =0, gi<Coo」 対 
每 个 1 这 1, 令 alfon f DE n E T ROGO m B.H ETa, 
则 有 
ERY = (ET) | E&. (3. 2. 55) 


n=l 


证 易 見 此 邊 (の ッッ ー ュ ) 娘 LA a, H E3. 2.6 证 时 
HS Cx ) 式 仍 成 立 , 此 处 因 Eg 一 0, 故 彼 处 (< ) 式 现在 就 变 成 定 
33. 2.7 的 条 件 人 2) 了 .于 是 有 (3. 253). 注意 天 (3.2.44) 及 独立 性 


. 106・ 


了 T T 
EE Y — E( > E) 一 ES EQLLS LL) 
n=1 n=l 


s=] 


" 
= ESEE = (ET) - EG. 


2 一 1 


urs. 
$3.3. Bh oio PH 
fh hie REID UEIC ON YER £5 IR D0JE i NL. E E p EE E 


点 的 内 容 . XX yA E Decb(13537 的 下 载 扫 化 定理 ,而 近 
余年 间 又 激 起 大 们 新 的 研究 关 趣 . 








3.3.1 上 容 不 等 式 


43EX3.3.1. ndn aote a, WARA. 在 数 轴 上 标 出 
PR EC [RT nsn T HEP EL SEO ns 在 铀 上 的 几何 位 置 标 出 
时 ;笔尖 由 区 间 C - emn JÉ EC f] [02 070 fo p ES iR E n pK 
列 a.a, EFKE ,7;j] 的 次 数 . 用 式 子 表示 ,即今 
[minti:1 EE 
nc 1 当 じ ) = 


mini/;ae, < 

















人 1 一 


ta 一 ーー 
óc 1.3 db = ø. 
'[miniz;e; sI PEL n.a Lora 


x c— d 
ua Hl, H ie gi. 





一 般 地 
[minia . PEL nai Wu Fyra 


ind 01.3 i.) 二 ø. 


(min (£:& TL i SG npe zm Fils 


Quo: — 


Qu, — d 
| ln 十 1, 当 に ュー の 、 


1907: 





^ 
2u 全 max(jia; 有 有 定义 且 j ABRO. 

Wi ou Og RR a sna EF ERE Dn on IE CC CE asi JE X M 
g 王 0. 1 

引 理 3. 3. 1(Panzone) | HE GS, 97; Sa(S i SD jn EUN 
EnF. E- EGER 8 NBSELSEÓR IU esee 
三 穿 [0.7] 的 次 数 . 则 

eo て ES | s+ て [SES G.S D 


Ri 
L8, yv] s. 


证 Sub ns 2At m , fE Et ES). 
U + ES = Er U «Glass + 1:2 + ES, 
= Er Ue Ip て Erf U s huy + ES, 
Er 1 了 


il 





Del 下 Er. Q» Fn + ES, 
~ r 
= | テー | s+ | s= [r+ fs 
Da 873 cL pM DH) 
cen r 123 
< | sr [s= | sss. 
p E el^ ded 


[Oo :在 全 E Sr XE] e EGS SO A TF ER:ODS, 
Z0. MC. 3.10 F a= 2n Rr. 

其 次 ,假定 3,3.1) 对 一 1 已 经 成 立 ( 其 中 1.… ,5 NE 
ATRO REER EAT EG ;5,7, 其 亦 成 立 . 令 

Fi = SoTa = Sy uS 
Tau [So ë EC S r 
LS, いい 基き コー0 惑 者 5 mr. 

对 十 ACET pK ーー 1 SE カー 22.44 


SES 
ュー | Sa S] S 
A A 


-10> 





LS, gel ” JE 

| sum .十 M aa =| Tua 
CODAE A s Genes, OA FG Duar H A, C ga A 
BU. Apoa r] E LS S FA 037; 的 定 
X. JE 

E[T, FT gs a J Pu as Cx. 
im 2 XNF 
WR.XISXLmeMUR— l 

E[T, T.V, 4] m Toa a8 Cu) 
QOO DIC DEUDA eamm Tea, SET. 
A — TER FA. 

BV ECT eS VL RECO r JARKU ES aS, Sa) 

开 穿 [0 JERE. hd T RUGE UE T. 55, MOROS, ir - 
H5, S.L DOU-—VI(RE S, | 二 0 且 SERM SH SE 
S. EX EF o MEET ea a 一 {8S 0.BCV WU 
小 1, 即 我 何 有 


























人 一 天 十 了 | 


TÉ 
Er + ES = Ere Vth, と こう 上 ES, 
= ErV + Erlis ss 4 ES 
— EV 4 ET, + Erle sua 


E 
SET. Er 


PE 





C 
一 | S, | Sac | Sa | 
DS [s, el ene 
十 Eri A, mds 
一 | Sa 十 | Şa 5 f r 
1 CENE aw EA T 上 LA. 1505 1 





sr 
xd S. ES. 


an 
LDA Ta OHH AE R: GODS ar] En- S, 
SOAT OS 非 负 了 证 毕 ， 
推论 3.3.1 BIS e ASX n X0.) pnr AR E. M 
Ircnet RIR. A U E e.50 L7 bee] 53 M 
.EQ,— n» 


























EU ーー 
Fe — F] 
SES tiri (3.3.2) 
デュ ーー TY 





证 HAIG rot Sls pH dEfA P eR[ Thr S3. 1.6 
Edtiil.lGD QU EG —2n2) ss n2) k8850,5-75] 
Bj Ux Ex Ll m o HRS. 3. 1 得 
(r; — rj) EU x; ES, nr)" - EGG. — ro x EQ, — nr)". 

(3.3.3) 




















朋 注意 
CS DTE S ーー イー テリ うー 筐 さす 十 ri|. 
由 此 如 .3 2 可 斐 证 ,证 单 
(G. 3. 3 好 所 请 下 蒜 上 穿 不 等 式 . 


3.3.2 "Thur SEE TB 


afe e qux BE ig3ROS E. TROR ass. d SX r Np OS Zr dir ox 
TM. g- FHR BLITUSU R A UN GS 一致 可 积 的 有 闫 结论 . 
AAEE GHH GEREN E E H he mik RA E 
RRA IX Ef H A A Aa TF: 

L. Bhen Z6 1) XOU PO ERQ—- 9] r.v a Uh) 














i u 
sup£|£, ^* oa O35, n Z9 1) Xi e 
PE | 


lim sup | Peda) = T mn El NL E.BOo*P 


Ye ElL 
Z £l TA] 


iios 


绝对 连续 | ElsupE|£, To RB Ve2»0.29672 00, RL A €. X 
1 nx 





P(A) 8 3 E 足 sup| ied mer (3. 3.) 
nuc a el ' 
D. 设 T. V. $E (nze 1D 出 [| CF IP * X E |£, 和 (Or 
os) £6. 剛 
aa 
a = TO 
EIEI EIEE & | +0 (3.35) 
UD EER ELELE ETRO E EE RON 


LOB E HET L3] 

FARI 5p i6 BER pE ILF SE— FERRI als. COR 26 PI. 研 
Stt FR BR EL UE IPIE PR. pE REI TL F E SEE RC. 我 们 将 看 到 极 
限 变 量 的 这 些 性 质 与 下 壬 列 的 一 和 9 吕 积 性 之 间 有 深刻 的 内 在 联 
系 . 








定理 3.3.1 RSZ nA BM I eC n) 
(DsupES; Zosi, 全 limS, as 他 在 ， 
E Tisc—cdo as 有 限 ， 
日 E|S..] «ooCB 28 xd iT $5, 
(D 6S] nzx1)]—88 nj 81 
Sá. ^ lim S. a.s. 存在， 


BS. 1 A T a 
CRI S. dep pr] n T e ) 
Qi) 1S, 4, 1 nog S S AS 28 26 - n HE LES! o6) 
SiS nl) KJR, TRS 区 n lS) IRA S 所 封闭 ， 
. I, anoo IL ` 
2| aoo) A LOBÉR 
d | 目 ES,--ES.. 
x LS Es. „Slims, 


is 


*Ilt> 


证 《iD 注意 .不 不 会 无 限 次 摆动 的 无穷 数列 定 有 极 艰 (可 能 
EAR AE) Xxx ELE d] UA SP SERXIISS nel! L4 CHI 
supE |S, | oo Tft F Bt E IESE t P sup£ES. «Loo 见 注 1) 时 ,就 不 
4 DII di REC UTE S- Å limS, a. s. 存在. 





0, [lim S, « a « 5 « lims, ] 


0 U Os 
LX J c HER ARS aH 


O EAE. dr SERERE PCO,L) 0. M POS, s GS SU H ng. 
设 U, Œ GS ee 5) ESE[a.5]B91K 数 . 倘若 POCO, 220, WI di 
推论 3. 3.10 








Oe 


【在 OL, EU, $ oo H Poo XE isapES! «ood 78. MC POL = 
0. 8 i PX) —0, M S. S lims, a.s. 存在 . 
共 次 ;对 任 一 下 之 0; 置 5, SS, aoM 
EES 55,4] = EDS saln i] 
= aeg t ELS LA .1 


BiS F onal ATR, WAU 
ES, = | s> | c KSl kK) =R, 
R 


Is Sek] I ŽE 7 


X EA S = max GS,P-s c0) — max GS, 00 — Sz in] 4 M E 
supES; | —supES; «oo. HiS) K TIF} TO) s Hj 3| £8 
3.2. 1€03. 2. 1002 , Bi f8 





Ls. «M, | NES IPCdo) x; 2M - ES, S: 2supES; +K. 


送 表 明 : 対 毎 邊 m EA 
EjS,|x2supES; + K, 
À” nel 


11127 


supE 15, | & Z sups; + K., 
LES 1 xizi 





SS 


nmm" 


[osa- [is Asaa = Etliml S, 
2d ER 


< lm E|S,. 
x 2 sup な S + K Z so, ぱり 
LCO Fato SEIH S PIS 六 一 区] 上 为 as HR LA K 
SOMER, A Sa PCS — 0] Fass. ATR. A IC 
BER Ko co RET 
tm | deg | are EIS nm 


Re d 4d | 
ニード K」 Bss l 


FEU LHE. 
GDA TiS l) AT R, A CR eg ReGoT 


su くす «5o. 
| 

















继而 由 CD WAS, >S L| Sal < 
YA ES H 
| ELS. |] =| S. = Esada 
A 


asl 


{2 


— EdimS.Lo z mE) 


(E) . opor 
BEG 1o = | Ss | Se 
Aa EI 
[CO 32.1. 8s (2): Fatou 8| EOD 05,1 A P LX ES, Ta) 
* ANALIA FRI Nem RE. MAT ml A 
EijS. pH a] I5 S. as 


换言之 ;把 c. T S EARETITEL rh, Br 38 
的 列 


* 113 ・ 


HA F9. 

GDA W 65,7 uzm1r ZU F E, EE CHEIE 3. 1. 10D CST eo. 
n DIRE 叉 由 共 件 CS BER E 3.1.2 F RALIS, m : 对 
v AC. 


[ s; - n | 5- = | S, 








al 
ALS, s 0] AA, 7 n7 
< Sa | sigis 
A[S n] AUR | 
= | ELS' n. Ter 


即 有 
ST ELS LS] as 

Or. FES o nli S 所 在 封闭 . A ot T lA KE 

TO 








f. ss | s. (x) 
LEGAS E] 2 ] 
因为 ES' «co. BELAV 60,3 K, —K GO ,使 当 天 之 天 ,时 有 
E Ste E, Cx) 
Ce 
+ 
XR PS は っ) で 





ES o OA aS] - 致 戌 立 , 故 对 前 
面 的 LKK ©. K:=K, œ), E KEK A — E nzz] 皆 有 





PIS > kja E. Ox) 


n 





于 是 当 KIRKoSmax(OK,.K,H[.X] - 切 aDARSUN 


Jess fs | sa fs 
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CODE RSTS ETEESI Bn 


lim sup | SI (A 
Li R] 
jk PE FER SAA S AEA o IELA ER LS] eoni) 方 一 至 
nfi pO. 据 此 .再 用人 6 就 划 : 
S lims, as (LBS UT nm oo LAUR GR ULT 











gh. 





Aj ak XX eR ERU S AHA, RILE 
S^ Zo maxr, — E).1 n meg 
S Š max(S。 — $), 
其 中 40. 
南 推论 3. 1.1 知 1 各 天 2 NR RE BOR, E di CD E 
(A) 之 间 的 推 埋 过 程 对 1 二 co 本 做 GR CHE E HESS 
BH, nzelrdHEAn SORA S al WIEN WA E S 是 
Si maxts — AE k= Ol SHEET CO o E Sr 、S LSS 
0,4r 9o SE S CSS ADRA: FAUS A al y SHR 


右 册 闭 ,并 用 Boa Mal Ss, — 9S... L SD A max (5,, — k) 








—'.max(S.. HESEL, PER fE nl AEA n OE a ou 
DA 


六 i: [23 t EN 

IB) m DET Ie PEE 一 
| SS GO 
JA A 下 dA zA - 


EE 





者 连同 3 中 一 -> SS EC. 3. do RR 所 IS ヴー S | 六 0, 


(roti: 
更 有 ESS— ESE, TE p SHEET EL ATO: OQ. n] 得 | SS x | SU 
4o "E 
(DS ESL. B X 
— SVP, —8 I, SUIQum o cx SUI. 3 - Sla 


L R (A0657 o) 





—cox E( S odo, 
调 收 敦 定型 {推论 1.8.2) 可 得 
lim ECSMI,) — EGS). (* ュ ) 








gx 








Kk ga i 


HB 

d . tl} | [41 

| S= lim | So limi (tim | s Sn] = 一 = lim| SUP =| S... 
1 Beda " 4 a 


P 


[CC DID LC OZAY OZCCOD CAD C X E G2. ] 
于 是 令 


| A. AE | ss :| Sl. 


则 易 见 :学 RAom-35. E OAGÉ.H 4C ,由 北 依 定 理 1. 3.3 知 ， 
a =at M デュ ビデ . BDSHERACOLOÓ 


| 5x | S... 
VÀ A 


E[SIS OR SS as. 
将 这 - .绪论 与 已 知事 实 ， 
I arel BA FLS I- UU -zS, 8.8. 
EK £t ROR LE e FUS n aoo 1 为 了 所 右 对 闭 . GD E 
获 证 . 
Gw Len ui GSfanzBlbX Dali 93,8. (S. 


JKE CE 32.1. 32 


E ーー EE 
:为 LO3&— ES ES.. 
[CO LER SEES GOOD ESSE Gan A usi dE CI 3.5) 
zB AD GER [ES — ES, i5 R45,—5, | BCEIS,— S. | m0» 
ES, ES... ] 

BZA S, ML: LOFRARCEEHI S; lim, a. s. 
HE < ,9. A H TS, lane) X limES,— ES. 
WE GDA IST oralio 対 FAS "Ts lcac BO SUR 
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5S. 二 LmS a. s. Y£4E t He UE fb S. limSz a. s. 存在 . dii ir C82 sz 
Dun ESOS AG 3.5240 8L 4g. ES: — ESL. RC RES, 

。 可 得 ES,- AEST BA A B Ren S U-SI.d (2.3.52 CD 得 
i 35, .azlyui XX PE h EIEESGD.n ADOS. S: — 5. .nzli 

.Cgiip 3 —- qos uu. o? 

其 次 ,1S oum lla d (Sy nlu, i s. S. KR S. 
aco ;为 下 载 . PERIRS nc lucis, au i d AR 
8,8. 8 (3.3.5005, 48 ELS — Sa [70 Gr—0ECOO (OO E 3 
定理 5】 RE EIS, s.|--09S,- S. ECO IER SEM3GID. ] 
继而 由 (3.3. 5) EL L S. nal usn US GS alju. i Eco. 
B EREEESCO. DEH. 

注 1 AIRIA be Ai AF Ri ダッ ニーズ 。 ， 
因而 由 Gi) 知 此 时 当 supEX, «oo REB imX, 全 和 as, 看 在 . 

MFA NER EX, > EX, M h |X, =2X!— X, n DA 
supE|X, | —sup(2EX; —EX,3zi2supEX/ — EX a BI (X, LU ANE 
SIXI LGB FR. CX o X ER SUBE RI EX. SEX, B (X. | =X, + 
2X M XSA LAR SiX A LOB OL 办 此 由 (i 可 得 :不 
Eix. ETA pER.HIEH LA 8 GupE|X, | oo. QE E. a. s. 
存在 有 限 极 限 ， 

注 2 a FEF iX ors DMR. L AA CDS Xr 
næla RE A A, E FRA X rlt A E 
定理 7(Gn) 中 的 条件 X, X E e. 

注 3 人) 中 称 Sa FIX D o) E a s. 有限. 但 对 rv. XA 
P(X,—-—e:)—0. l SF Q—(X mco) bas. BR. 

X2332 RSF ona B A eC. 





























OPsupE| S, [Lo IE S Su E Ta. 


"1]17， 


GO LS, naal —- gt np, DUI S Sa EL HiS Gin le 
co EM, 

GDA IS e A nl AE rv SCE LOB E P, WM GS. n 
DX OA S, os. €LO.,H 534 BBBAGSQEWbEUnE, 


Of, 


(NOUS — Si d[ £63 £5, 5€ ligno) NA. MS ES, 
—ES, 8, 8. E S.I lims,. 

证 《0 一 gr) 可 青 接 和 由 定 埋 3.3,.1 的 村 庶 结 果 得 出 (在 (ii7y 一 
(Civ) 场合 ,把 定理 3.3. 1 用 于 5,5 S0. 证 毕 ， 

推论 3.3.2 XY G8 M. H DE li 3 ECR HL ER, g 
5-8. EL. 

证 Aiso nll EYA.W AE dfrsupES; = Ge oo, 
页 由 定理 3. 3. ELi S.S. E Li. CR CS, onze 11 A IA EE LI 
之 为 下 鞭 ,于 是 supES, —0«oo.d pg HEG. 3.10070 H8. OE. 

下 和 面 我 人 从 定理 3.3.23 出 发 ,运用 停 时 方法 来 证 明 一 个 重要 的 
Sd CE. 

定理 3.3.3 如 果 (5, = MXSES SIRE 満足 


















































E sup ぷー < oco.Hl S, ERX, ュー oo, sup oa) Eia. 
说 明 注意 (XY テーco! 昌 の 4 HB EE ERES 
E supX, «col CH] X,— X; —X, XL. EA E supX, oc) F E 
Ct T8 9 I) E FU RATRE S 能 作为 一 切 5, 之 共同 上 
FNS een al Snl E HR TETTE H a.s. E BER EU y 


条 件 . IE FH [E] E UE LANE IN AE E supX ieo pi gk is, — Mam 





1! 有 i:supS.«oo—S, 收 化 .这 结论 常 被 用 于 诸 X, 为 一 有 限 常 数 所 
ERE. 
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pmfia ze 1.5, Ci 
deo. Mie - gin. 


i 


岂 了 为 一 停 时 ,有 日 1T 一 ce) 一 SUS C: — sups 00, 四 于 选 
alsi 


T-1.- 


Bear DLE ERAS RS CÓ REG. OL BLSE Suum SIX layo 
bm rk.x EE ERST LA 
ES a> gc や チー 


e 





で +E supX; ・ < っ 
RECO BAEQO LS «Y LAZDA T «Su A CO S 
C, AHAT ER MIN を (eo) Xe 中 的 菜 个 成 
0. fik Il C07 SsupX,. lu supES7,, «oo. 内 而 由 定理 3 3. 100 
A Sra EEX マー} 上 的 极限 a s. TE 4E TUE ER. BL (E UD, — 09 





EAER n FD Suus PIX, KERR US o Tu 
oo] ES, a.s. cd. Cos, BI AT S ERRIKO -o0 sups, < 
o»; Ea. s. I S. WE. 

注 OV AREE RS A HU — Du] d RU HER Du. 从 中 我 们 看 到 ; 如 
FET PEL P Bp psu Serie GE PES. 3. LG» s (ri Arii fi gol m 
AW Hu s qe a Sp ur c Sue CBE n) s SES IX - = 95 sUpS, 
<0) E A Aie- E 3.3). 

2 FATE LAER A EE FOR Dara Mi, E T] fH 
这 种 方法 得 以 显扬 . BA ii Ra Aa AA a X DLUPRERC ER. 
8r E48 h AA R E -A SR. 没有 Doob 
M Ek d uc SE M GE E3. 3.1,3.3.2), 停 时 方 潜 几乎 没什么 用 


+ lo. 








处 . 
3"” 停 时 在 巩 研 究 中 所 扮 朋 色 ,犹如 截断 在 独立 随机 密 基 和 二 
究 中 的 角色 一样; 是 者 部 产生 -个 相 倚 结构 与 原 序列 一 样 , 但 和 矩 行 
为 更 好 的 随机 序列 ， 
4 ”定理 3.3.3 在 赌博 场合 有 有 趣 的 涵义 . YE LY 08 ER 
嗜 徒 在 -公平 赌博 场合 中 ..HOGHAES BE RIEF v CREAR Y. or. 


X PO ———5)-— 


























L ,其 中 b 是 第 i 盘 所 下 赌注 ) ,其 为 挟 差 列 . 假 
设 册 徒 每 盘 输 、 赢 都 决 不 会 超过 人 元 ・ 即 IY SC as RES 
る 会 不 会 有 


P[ SY 9 o0 


i=] 














Bk E ii M GE H RRA E E E A ERRATEA K? 由 定理 
3.3.3 B RE St s E 80. 因为 伴音 PCS Y, > o6] > C, Mb ih 








や し シー oo 可 知 inl yy マー col sup M] C Y «o2 LB] 
MU niel i-l "ul -— 





GÀ EsupC- Y) s C « o) MIERE 3. 3. 3E UO Co YO nm 


D 上 ,从 而 推 得 也 (一 六) clt 0 DY ic unio 与 PL SY 


exa | => 0 HZ 上 页 而 PESU Y, —- ex | — D. 
推论 3. 3. 3CP7 X. Borel — Cantelli 引 理 ) 设 1 nol) デリ 
的 子 -IR SNP AJ. Be nus 则 


[E i o. J] = [SL PCI.) = on], 
i | 
即 由 


[= 


Sras EE a [Ef mns 


1i 302583 E x 


= BUCO — ELBO 7 ha > 
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MEn EROE E KRO. H pE m 
TEBO 一 E[ICBO i; QC] Ll as. 
(ATI Esup BOEDO 57. ]| soc. 显然 
Parl 





_B, 至 多 出 现 有 限 次 ] = DHL «ooo. 





HU, ERAH: SSIB, )« oc JC [supt tec L EE P LU, 


nczlisWHjsg Fia. 3. 3, RHAI: J B; m EGO UOS WE s U, Wk 
SE. EN fT 

















Y ELO .] = や rg || po, 
Bn 
Lcg) < ss] ご D3 Be a le co] (3.3.6) 


Kos Y PEB Lon 語っ 時 、 可 得 知 sup が) で cm. X F RR 
+ 一 La 再 用 定理 3. 3. 3 就 得 
—U,— MBIELIGO|37.4]-- MIIGO 


i=l 





= XBA] AG) ーー 有 限 数 . 


因而 NIGD 换言之 ,我 们 证 时 了 
i | 


[OU PIOS 35, Qoon]c [Mura < mg] (3.8.7) 
i21 一 
4.3.6) 303.2. D ie 
[TB i.0. 了 二 [上 B,; 至 多 出 现 有 限 次 ] 


NB < 2] 
= [X PBA) x oe], 


ay BI 





TR Lo J= TPR E,- 5 w] EE. 
c4 


注 由 推论 3. 3. 3 易 得 通常 的 Borel —Cancelli J| BE. 事实 上 令 
A olhe, Bom Bee, B 所 生成 的 o- 城 . 注意 


~ : T C 
S POD EI SEED — El Xa. PANT 
PO. 一 上 

















EDS PG) «c co 时 必 有 ras. Dco as ,再 由 推论 
得 PUB, Lio. ] = 0. 
Ab e 独立 时 ,因为 


i2) ご 
al o Saus 
EFEN 
TNEI = DPE. BEL 


此 时 > PCB) — co B] 表明 SUPE 


r=| 


PLB, io. ]J-1. CD; E(B) = PCB),'R Y, S E[-- 0, XY 


+ s HidfEIE1.8. 25 (2. 1. 1125 CE ; E XL CD GE H2. 3. 1. 了 





TEARM 5 epe [ 5h X 3.1. 4& K itis 189 e Si te E. 
5E HB 3.3.4 imi [Sa Ba oc ocn 0: d$. A 


DE ES,«oo.Mp Su lim S, as 在 在 ,由 ES! 





n^ 
^ 

g 

x 


n= oi 


- oka Ap WR. 
DES Fn oom) EAE RM EAE ESL, p 
Ls 
D. 则 有 GS,—S > co 时 ). 
证 OR SS m S.S «2 lim 5, 想 如 对 挑选 的 某 两 个 有 


# lim ES 一 な ーーco, 肝 sapg1S。 co S, S LBS 
mu 
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ZH Eri r LE. + E c A — S . ce | 有 1E HI "T. [rd L'. 是 S 4^ 
SO EE KH enr TA ACC. p EE 3 1 & IR Pp ES 人 で > 知 
ES, 


" 
-47 9. ・ =. - 
oc m 1 Anil zm EU. p DU QR 当 Hox usd. 
Feo 1 





ERATE. KARES RU (4) 二 0, 而 这 就 意味 
着 Sas RIA SoS h Fatou 引 理 (推论 1. 8.2) 得 























FS =E lim 5; X lim ES? «ES; « ov. 


H—- — as 


[Oo:15, 3 ,.»2:0)] 3 FRUI GST 27, n2) Hp f T ACE IE 
3.1.1 GD), AT ES; t ES] Cf 883.1. 20. CO IE nii — 36 Ei dk 
证 . 

其 次 ,车 lim ESQ—KI--oo.WDTERRSEOS. (24..— oca 
dRiEOR ERE LESS . 5 OA m A] —coarmO01| ESQ KO, 
LES! i=- BG 

ES, = EOS? — 50 = 26S, — ES, 2ES] — K «Loc, 
XC STR R A supE [Su «ze. 再 由 Fatou 5| BESCÍS 
E|S. | 一 五 lim (S, x lim ElS,! < supë |S, | xL oon. 





为 证 5, 一 >S ECL 3 5000. HR LE UL LSL SL. B0 — CRT 
Rid. Xe db. M 62-0, 36 BE SE n LO. Eig ESEK — CGU 
IES," KE hm ESS KD eco, Mji Former 0 有 


r 











= | 5+ &, — ES 
s5 a] 5. al 

を | Sr [ sK 
LS X a4] 
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e Ep , a 
E[saess-kE[speem- 00 00 


= 5. [a] LI EA nar. 


对 一 切 non 5 RUE X a REON: A summ PER AER ES, 
>K): [s | 一 So « [15.150 m ERG CO S| 
L5 nal ENS | S igal 


—a] 


再 1.8.1. 内 13。| 可 积 .又 PS aT IS np IS 
a L0]. 对 [各 .0] 中 有 有 限 多 个 nC DIR EE sr. 3X 一 来 ,只 要 
d eor) 


a 足够 大 ,就 有 | ば 。| ご = 対 一 切 ze 成立 这 一 事实 ,加 上 supE 


fis, we 

[S,| Zs) 便 是 ST f T RLE C o AE EG) . BR rf] CAL RE o 
I. 

定理 5) S.) 也 一 致 可 积 .于 是 S,— S .. RI EIS.— S. | 

Ula 对 于 任意 的 4E .52 

ES da 一 





ES (x 2) 
就 自 不 待 言 了 . 
这 样 ,对 Y ACS RET mL RE 
" ELl? EZ) 
fs. ー dm fs. z fs. , 
A 


ーー— wu 


KDO SLAF IA 切 mod 
ES s] ES ,as., 
即 (Sr Fn Rr F m yt GEE. 
GDA FS ono AEM FAE ESE pu 
2.8 ih i EEG. 1. 8D (S257, nO) EE F. a e A CO 
B EXE. UI ESES co 证 得 hm 5; 人 














E Fon A BTR. 再 用 (3. 3.5) 就 得 5, eS us 证 
E, 
注 内 为 UU- 统 计量 


“1 


à 
U ma 一 n] ー M OO eX Dn Em 
ET 


T3 ARROL 3 3. 1. 303. 于 是 定理 3. 3. 4 直接 给 出 了 Unnt 
a. s A TL MC SUPE IT 000. 53h, LXI hi dir v. 时 Hewitt- 
Savage 0-1 律 确保 这 极限 为 一 常数 ,显然 该 常数 定 与 Ep son 
AX ES CHE AI m — 1 B4 EE Marcinkiewicz — Zygmund 定理 即 知 }， 
X[1]. 


3.3.3 条 件 期 望 的 收敛 定理 





在 和 3. 13 的 例 4 中 ,我 们 看 到 :着 12 nz 1) R& a- 域 的 増 序列 
C T a CT S A U F P E KI o oT A pA DL A E P, 


念 


S, 人 EG |F) nl. 
Jl] 1S, Aan EL N — A AR E Wl g). 
HP oen COC a CeT C VN UE T odd 
增 序列 ,S 同上, 令 
8,2. ECS D nx; — 1. 
Wj 5 デ ass 一 1} 也 是 一 全 ( 元 首 元 ) 毅 . 
ix Bg BA fry us SUPE B m fup SET nc 1. An dB ECS |. 7, ERE 
成 :在 给 定 Xye X. 的 行为 时 5 的 期 望 值 , 则 当 uo BEL dE RE RR 
意义 下 





ES LF, — EGS .) 
似乎 是 合乎 情理 的 事情 . 类 似 地 也 应 有 
2 で IP — EQ |. 1) 


依 某 种 收 和 化 意义 成 立 . 下 述 定理 表明 ,事实 果真 如 此 ， 
定理 3.3. 5(Doob 条 件 期 望 收复 结果 ) 疫 デ ーッ ーー ビー 
F By sd. APT [E — BL FR riv. X08 
2,8, A La 








EIX, |F) E(X,|. ua. 


证 由 于 对 任 -- XKX XTE A XiX EALE 
REKRY BOWE X0. RS, SE(QXL LN GS, F nn 


* i25! 











飼 け 大 一 不 非 魚 替 [定理 2.2.7], 満 足 supE |S, | E|S,i —ES, 
EX,«oo. A A XE fr fuf n, A E ELX |F n] 5, — EX = 
S. BR COS, LS RR TEN ELXSISC.L] BER BR. 从 侧 依 定理 3. 3.2 


Cii). Gv MI. GS, Fonal — ST HL, ffe S. EL 使 得 


s M d ・ 
S, — es, LEBL S F lea oo) E LU. A 


Jd 





oy — (AMA € s. s. = [xa 
Wow Ei% 令 
em ー リ ディ 
JH 8 AR E A m2. WIL AC. nali AC... mi 


(2 EET 24 
| s. = =| FS. iS sr. -[s [gx X,. 
[2:58 22.1.35 0: (S, 1n ooo; NRLOD VS, 之 定 祥 .了 即 
4 Cow. AW KESE1.3.3 Hv A C i6, — ec aes 号 
A 
| X (= | Exin som 
So = EX, Sn] as. 





因而 有 
= EDEG 36.) 5 s gp e. ]. 
ip. 
定理 3.3.6 WU. nZE 1L EIE. (Xon 220) 是 -一列 
a nv. ME X, IT XAR E sup; X, loc. 4 ジー saù, ZN 


有 
EX |.) TT EXA} 
WE Y,—sup|X,—X.| . 
对 于 每 个 整数 m 及 - 切 wsm, 有 
D, 2. |E(X,|37,: — ELXS IC, 1| 
—IDECX,IZ7,) —ECX, 25,3, 2- LECXS | ENX E. ]I 
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SEX -XOL S] H EX ADRA 96, ! 
SEU, XH IEOGLS EK 
SLEDIY, EX pO — EX )|. 

B4 EE, A H SR PR. b E3. 3. 5] 


jn 





EY. UA X, 77 X0. Yn SS 2snp1 X. i € CEA 
Esup,s: X, «Zoo) Bit d E 282. 9. 2 Giu Al 
E Y, 39. | 一 一 > 五 HEU. 3 = ロロ ` 
打 — o 


因此 


ic 
EUG Fn) — P e EGLI. 
定理 3.3.7 B(S- og E 6 NT JANI 
I .— [p 6. DEA SC Li, 和 有 





ELS A J A ES ジー、] 


证 BRIS, AE[SLS7,) 37, — occus — 1 ML IURE H 
BIF S- ELS LZ (]. X ES, — ES Xi BUR. BO LSU, 
— esso 1jd8 FHSE ES. 3. 400 ,就 知 

Soa Ê lim 5, a.s. 存在 
其 满足 ES oo. 此 外 还 有 


sup, —: | x oo, S.— € AN 


n 二 一 ce 





da 





Eo 


ARIS. —cosins —1U8 EEV 4 で . デ .有 
T cop [83 

fs = ES 1] = SETE LAD a] - SESI], 
LU 4 





A A A 
[ODPRE (12),5, 定义 ;(3); 定 理 2.2. 7. JER 
S 2 = ELS|.F 1 as 
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返回 到 前 文中 ,就 是 
S, 2 ELS, ] AR ESIZ. 。] . 


iE. 
定理 3.3.8 设 [Y,, 一 oo<n<< 一 1) 是 概率 空间 (8,7 R 
的 一 列 r v (F, Loo n 10) F 的 子 o 域 的 增 序列 ,9 。 


—1 
SNF, H lim Y, SY- as., X E sup scusa |Y,| «oo, Bj 
lim EQY,|.97,) — EY |F s) ass. 


证 令 
D, S (EQ) 一 五 了 _- 5]. 
则 对 nmm 
HD, | [Ea ~ EY al) 
十 [EO 1565) 一 EQ LL EL F | 
x Eisupz,|Y; — Y .||.55,) 

+ iECY 157,» — EQ 5). 

由 于 了 3m — ci Y-as X E suprug 中 Y|<se , Fatou 引 理 可 得 
E|Y-.| = E lim |Y,| & lim E|Y,| x E sup |Y,| < oc. 


继而 援 用 定理 3. 3. 7,48. 
lim ECY [sz = EQ L| uo. 


&. &. 





ーー キー ココ 


A ifi CHE XE supc, [Y; — Y -| 委 2supbu<_ ,1 Y,| 可 积 , 并 再 用 定理 
3. 3. 7) 


Jim [Dl < lim E[supjen |Y; — Y... 1157.] 
— E(supy,|Y, — Y ol s) t 1. 
注意 Y, 一 一 ->Y ,利用 条 件 Fatou 引 理 (定理 2. 2. 2 GOO X à 
得 
Ox lim Eisup, Y, — Y |. a) 
EE lim super lY, — Y | 27...) 
— ELLS) = 0a.s. 
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因此 ー 
lim 1D,| = 0, 


即 
lim ElY, LF} = E(Y Ll Lu] a.s. 
3.3.4 例 


作为 定理 3. 3. 5 的 一 个 简单 的 应 用 ,我 们 考 虚 
命题 3 3. 460-1 律 ) (2,56 ,PO E B dior BE EL AE S FE SU CX... 
nz MR dO NK Xa =Z QD. 
证 WA Rr paLa A nalt — T EE EIE. DOSE 
ET nl, a Ov v XE. 所以 
Ela = gg の ， 
WESEL eX orn 2X ,nn 之 1}) 送 用 定理 3. 3.5, 立 得 


EE, ie CX, en 5,2] 





ーー E alot X i Xa) 
IB EIL, Je oX Xare -TT OA 


ELT lol X X1 = i, ` 


m) 


由 此 得 出 

El, = laas. 
SUBE VLAE EE D. SHE as 相等 . 而 示 性 函数 六 在 中 上 与 常数 
El a.s- 相等 ,这 只 有 当 A— CEA 4 一 中 时 才 可 能 . 换言之 


van 


eX, Xuan £z .7 一 1 の 1 H 


a= 


注 当 无 独立 性 乱 谍 时 , 公 可 得 到 :对 任 一 所 后 ar 和 X 





有 
PAX MX, ]— E[14]otX, 6X0] 
a. S. 


(ncmo) Eilil(X,.X,,-2] = Í. 


{n-e < 
此 可 称 为 广 关 0D-1 律 ， 
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最 后 ,我 们 要 再 度 强 凋 : 条 件 期 望 的 收 伍 结论 只 石 重 要 的 理论 
fri. 研究 信息 论 的 读者 可 能 知道 ,信息 论 中 著名 的 MacMillan Œ 
理 就 是 基 十 系 件 期 晶 政令 錆 代 之 上 前 〈( 見 [11]). 








$3.4 Wp 


贺 不 等 式 在 鞭 论 的 应 用 中 有 着 举 是 轻重 的 地 位. HC Ur 
和 序列 的 推广 一样 , 鞍 不 等 式 也 是 独立 和 相应 椒 等 式 的 推广 ， 





3.4.1 Dob 最 大 不 等 式 
我 们 先 介绍 Deob 最大 不等式 大 Kolmogorov 不 等 式 的 扶 推 


引 理 3.4.1 设 {S, 二 2) X, unm 1) 研一 全 万 随 抗 序 
列 iud a onali Æ AE ELF AEI o, Y S n R BO S ER ou X, 
CL onzl. MHE- ARA A, wur. 有 


EvnSr = EDE, |; 0G; — tS a] 


J1=1 





(3.4. D 
其 中 s,20,57,—57, 面 且 fn | 
(ュー vj)S; S50. 8,8. . 2 Z0, 
则 
EvrSr EE D EX; F a). (3.4. 2) 
fl 


RO EYF niel ER A a mR l RG.4-n p 
的 . 则 称 T, S 5 Xr, HEERO S 3.5. 3.5. Do lv iz 1) 


PM XO RT GM E vY; oo UR SHR UT rF pon 
DERRE AR. AS RA THAR S F nnl) 与 停 時 7 
所 产生 的 随机 变星 Sr BRE EROTS R10 T 所 产生 的 随机 
变量 v, 的 乘积 之 期 望 表达 式 ( 或 上 界 ). 
WE. T (oo 一 0) 
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El 


UU. 之 Ta — M [v, ECX | 54, » 十 Cu, m voi]. 


刘 


" 


U. = ` "V. 


基 中 
", A vL X, — E(X, | デー OT. 














iq. 
XB E|vX,| «o. BUE ON 使 PUUSEN ]1-— 1. kk 














DRE EQeX 25) 


N 
— 2 2j EC|v,.X,|) « co, 
te HEES. 2. 459 





KU, = EU, = 0. 
即 
y 
Ev,S, = E NY GEOX A, 2 d- (9; — v, 08,1]. 


J テ 1 


此 即 (3. 4. 1). 在 所 診 条 件 下 , 由 (3.4.1) 立 得 (3.4.2). WIESE, 

















蕉 论 3. 4 1(Dubins Freedman) 如果 (1S = S X mum 
1 


i! 是 一 -个 ア 軟 満足 EX =J, H Y, 2 EXEL, Onl] 


E To M BIR Ele 7, J50, AT U pnl] 


x 
ED RC tal pai) s EDEL |o, X, - Etv, X, ト デ 。 12 | EZ i| 





GOV VQ INIXIHExIBDD EE ゅ の (の 0 有 
| a tSr | t a —Y, , 1 


| b Y. 一 一 F Y; | Um tb NE Y E bi Y: . 











Ep 


GI. 4. 3) 


证 XE —1/U4Y,— Y, Y Wie, ev ac RERO 
3LIY 列 ` ig Tal EEU 


- 随 
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HEXÉ GS. n0) EE, Bir) — Gam x. dr i3. 1.850 
lats) 57, nze 11 29 — dE fF Bi. 0 01 83. A. 1 RICE EUR RR CIRC 
(a--8,)*—0, RÀ T' =T An), h C3. 4. 22 n [ 48 

? (a +H Sr)? 

Lou 0 Xin YD 


aa 








< S ElwyE[Ga SY la H S0) li 


47 


ai i 
= Euta YO] + EGY,) 





や» paz ] 


<E apy ^5 


+ | 
(5T Y 

i -| 

CE 
-E e +Y, 
(n +0) HYY 
ts) c -+ Y, | 1 _ 
(LY 5rYg 





Lz] 
PTY, 





-E| 








Y; 
FY FFY S 








[(15. (30: 3E X 2.1. 3 H4; €C2D v, Y, 


Y, u 1 1 S y 
(+Y HEY OHY AY h CO Ce の 

















= YI 1 1 ュー 1 1 ~- 1 ] 

T-2 Cr) (rS b+Y, tY te +Y, oo) 5-c-Y, 

因为 TT 了 An TO DD Assn) [T «co ). c8 
noc d Ho 


前 述 不 等 式 取 n oo B BEER Cr SERE PET. 8. 7. 3E BE. 2. 1 (D Bf 
得 

1 
五 十 了 





| | ad Sr | GI 
trž] b 十 Y, 十 Ct 十 Yr B (5 十 Y,» 

定理 3.4.』 若 (5 ニー 2X, S une) 是 一 个 非 负 的 工 下 
E- TEE E L-a HE E y7, ng Ur Un a z20, Jil 
对 任 一 A08 C9 XI, & E*L xq» 
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十 


O が (maxeS mAb — | aS < Et: GA 


T max sS c] 
EIE 


(ii) (Doob 不 等 式 》 


Pi maxs, 之 À) <+ | Sn. (3.4.5) 
1 [ mex zd] 
山 些 得 
ュ H ーー P い 
I5, < l maxSA, < A: Ss > 1 | 


> (3. 4. 6) 
ts .p= IL | 








" 


il max. ||, < 
lus 


Gi CHajek-Renyi 不 等 式 ) (U, = = us” orl) 是 一 
人 LR. Eb nz8 1 是正 的 MM jane ADORA 











P| max i x x (3. 4. 7) 
LE j rn 
证 v 
T, = infin E 1:8, Z5 Aj. 
. P—].2 
T/ = minli nm, 
Aa 383. 4. 189 C3. 4. 203518 
XP {maxu S, 2 X), 十 | Uus, 
lz jm 
Í E P za], 
[gn 
S Ups; + v.s, 
1I "s [了 Ta], 
T 
一 | ors: 十 | で ウッ 一 Ew S, 
ta DH 


i32 1 n 
CES EUG) x 已 PE 1} 


J=] 


= EM EX, F] = ee (3. 4. 8) 


j-21 


[CD Markov 不等式 、{ ehi ejas [e TEE Qm ur Sr ZA, 


133- 


WDE eh E TST o Æ e h E ブー G) 注意 dif. 
Bu HIC. A2). 

TG. 4. 8) 中 連 一 1, 立 得 (3.4.4). (i) 获 让 . 

HHE GD. BÀ U, Æ LÀ. NC S, AU! E L dE (CF BR Cn SG 











3.1. 8. P (3. 4. 8 LR ;一 2 一 到， 即 可 得 (3. 4. 7). 


[EXE X.—5,—5,4-—2u:U,-ud. EGUUE, L| 7, 0 — 0. lt 
、 , O UEL 2. 
EX, = Eun X v.tS, m ge A0 AM C3. 4.8) 左 边 第 二 项 非 负 .】 
最 后 证 (i). T. 4. 4 HB B v,—1. 3r 1H C3. 4.50, EE HL ARE 
(3.4. 60. Et S7 S max Sj, HUE E AE BE ELA CL] E. 150 A (8 
MS E 


Xj r0 [Ef r.v. X 








EX = "| x= PEX] > rdr. TE 
対 Ser >O EA np i8 
- rw rac a) e lí à 
ES;^-— p| AT pS: > aael Ae Li | dA 
J dg 1 ! 


一 中 cs dDdp = pe ES,- [> At 3dA] 


PEU 


— P ELS, -57 %70] 





E P I 1 
x7 に "TR g paip d. 
E GE (SE) "È GS; æ l 2) 


É SJ .kpf ge 
pE lS ES. 


两 边 同 除 以 Es ^. 
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db BU c3. 4.60 8] EZE CE 38. TRE Ze OE x E ER CSS 0 X SLSLST D. 
于 是 (3.4.6) 第 ox EE. [OD 27H LOG. 4 50: COH Fubini 定 
8:022. Hi Holder 不等式 ,g S ^ pa 


BE G.4. 6) 第 oa o DAE R rov. CS; — 12! 用 
(*) 式 可 得 : 

















ilo pe 


EG: —D EEG? — 1): =| Pus; 1+ XrdA 
(23 


一 PS t — 1) Ajdà 


i32 : 「 ・ l 
2r d " SAPI dà 





a 
ーー hi LOS dà i > , 
-Lsi(^ quar i logS; dP 
= gCSdogS: ) uM log! S, + -| 








[íios.( * 235; C29; AZ OBf POCE! SAO — PEDA; (3): C3. 4. 52, 
GD :对 常数 229 0,52»01 alogb<<alioga)+ 十 之 ( 见 [8],63). 整理 





即 得 :|s llc er Oe I Sdog! S D. 丁 是 (3,4.6) 第 一 式 得 
W. 证 毕 - 

注 (3.4. 50. (3. 4. 6) 亦 可 由 Garsia 不 等 式 得 出 (见习 题 =, 
27. 就 中 分 别 令 FU — Ins GO LFGD = Ei np.) 

推论 3. 4. 2 WS Lm LOS RBS RUE S dE f LH v 
函数 , 则 对 任 一 正 数 上 及 实数 x 有 


P| maxs 2 rix 
lun 























(3. 4. 9) 





特别 有 
Pi max $; > xr] 一 Ee 


P3 gt 
证 kam 1. 8, IA QS A Sly MESURER. 于 是 据 
(3. 4. 5) 得 


Pí(maxS; > x CPU maxis, ) ZE Ax) 


1 jn 





pA. (3. 4. 305 


— Pimaxh(5,) > > har) 
EJA 
2 ERh(t5,) 


Cr) 
KIA A peh Cie A 16D G. 4.50 RE A GS dER.] 
证 毕 ， 
推论 3. 4.3CKolmogorov 不 等 式 】 H Xios X, Er p BL 
k 
变量 ,满足 EX —0G-—1.-20.d8 EX? S X4 S,— 3X, Wd 
i=l 
Ma 
P {max |S, [zx E (3. 4. 11) 
1x 
证 n AeQU i XO Gm 2v m ES SP LC 
Ln AR, MA m (SI... SS a FER. T5 HG.4.50 3B 
(EXE X 独立 !) 
P(max [$,| 286) 一 PCmaxSi mg) 


3.4.2 Burkholder 不等式 


A A UE, nze1; d& — 91 38 A E B) n sr BR ELE Ref ESI 
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中 亚 忆 证 明了 :对 每 个 p 实 1, 在 在 仅 与 有 关 的 正 数 4。、 お 。、 梗 得 
A = CD XD $0, EIR, < B, CD XD. 
1 1 1 


(3.4. 122 

此 即 所 谓 Marcinkiewicz-Zygmund 不等式 上 の. "E de uE BH rp ad A SEE HR 
rA wm B. 

PP 之 1 时 的 M-2 不 等 式 在 靶场 合 的 推广 即 Burkholder 不等式 , 
而 2 一 1 时 的 M-Z 不 等 式 之 推广 , 则 是 后 面 的 Davis 不 等 式 . 

Burkholder 不 等 式 证 明 较 长 ,需要 上 儿 个 引 理 ,为 行文 方便 , 先 
引入 一 些 箭 洁 记 号 . 

CAORAN EE E ONN EE 
CU の ご 为 一 列 o- 域 

*P HE rnv. X € Lail Xll, = EFCIX | D iH ERE a FERE 
j Wf Dla = 0. 

对 任 一 随机 序列 { 太 会 d 5, unz lif o- Xd, 
d £ (donmlfÉRAdfamgduE 

p" 5 imf, f= max |fi|, f^ = sup| ナ | 


MAN, = Es fl, Fl = supl fls 

t i + i = 134 

SO S | 3) SN = SAN = | Mdi)*. 
j=l 


mR IIE FX LAR. 
E onal ECR, E S aOR. 





TO REXER DIX Aa a Xa SE A E T E A. CR ae 123 可 理解 ( 形 


1 
S. To X P5 8 A HE AK Xa) SUIE i CO peen 0 BEEE FT DH 5 8 AE BED e 阶 矩 间 
的 关系 式 . 
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下 而 我 们 先 证 另外 两 个 定理 ， 
定理 3.4.2 VER, ARE 1 ER CHE THO. MATE A CD. 
使 得 対 毎 生 n1 8b c008 








E.R,! 


PIS,(R) 2 e] wD = 





(3. 4. 13) 


证 同定 >0 及 rz 三 1. UAR aka! 用 Gundy 分 解 ( 风 
EX sEGH3.5.1. EE XX & — €0: R, — T4. 3- U, — V,. 8& mp Hi 
Minkowski 不等式 Cg].24) 即 得 

SCR) ES TY) S,07) + SKK). 
[$,. (8) Z- €, C ESLCDO + SUD + S, 2 €], 


C ES.) > E} USD >EN U ES, 00 > ER, 
x8 
Pp] m Phe + PL ls + Poel. Cx D 


一 、" L 
X PEH th Jensen KEREI 190 f, 0I L7 (アー TAM 


«T Tl x STI e HT, D d maU, 一 0 时 


do ST) = 0) 
Dc S > 0]C [ mex [Ti | > 00e 
IEEE] 





i CILE RES. 5. D) Pee bP be]e max ER] /e . C2) 
类 侯 地 ,因为 
PEEN > 
ak 
EC STU, -cr 
ア [… a PDe]. x O— Ji S V4 maxE|R| 
ー デ t max ElR:|. [x a) 
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X t Chebyshey 不 等 式 得 
ESV O EVI o9 





= <o- EV; 
P[* nox x Ce/3)7 E 'g = g ene 
S B. 2e max EIR = IË max BiRi.. TN 
: Lapin 


(1)」 還 ビー0, SiV 下 Y (V,— V, Y S VHV e 
t 1 
VÍ 3—204V. 4 VV, O s BA IR RA S TE EO BRE CV 19A 
デル EV, V, O2 ELEQGAVi, a 0] EVi ,, Bl f$ ESO 
—EViiGDEFÉ3.5.1.] 
EEE CS DUCERE TEA C ‘H O3UB Oo—3D 
J 
PLS,CR) > €] x ŠT max EIR! = < max E|R, .. 


iH. 
引 理 3.4.2 设 X 与 7 是非 负 随机 变 明 ,对 十 得 个 0 及 国 
定 的 Zooe 
P[X — Be] LEDYT ssa] 一 $ | Y. 


Xe 





I 定 p.08 
Ex: « ETE, VEY”, (3. 4. 14) 
证 注意 対 任 -JET r.v. EA 








EF = E [ pur ‘dn = pE Pu HU gadu 


WP [5 Ze u Jda. 


=p] 


n 


Amm C Hj a] PEZ ZR PP r Beo 








EX* = p| PX m dx M ! TE zL x5) Jd 


P. . 「 
xt 5 


— hepa! 
EE 


| Y God PG) [ax 





了 


LX EE 
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XE : 
= prc: | Yco) I ax dz dP の 


pe -el Yea) PLA Pio) 


ctp B^. rp-l 
= ECX 


z ーー P E (EYO? , [EX D] 


Xr e 
b— 





c* BP laxi 
SEU IY, XN, 
1 


[CD 用 Helder 不等式 , テ キー デュ. Pam 


ixl, < SAY 
亦 妈 
EX' < (=r - EY*. 
p= | 
证 毕 . 


定理 3.4.3 d Fd eu VunacmlHEÉ—T LE. pE d, o), 
则 存在 常数 A, 与 B,1 满 足 
ASGO s ES BollSA DN,, (3.4.15) 
AAS SA S BAEO f. (3.4.16) 
证 XF azl S 
U, S EUF F], 
V, & E[f; IF] 
则 (定理 2. 2. 70 (U, 1 en) 5 (Vs 1nd Ve Xu AE fh Bb s 
f, ES Eu] m EC F O — EXCEL D —U, — V, 
対 1SSeSSz 成立 ( 因 三 为 鞭 )， 
由 Minkowski 不 等 式 , 有 


se の = [DG FE ES IS (Cx) 
我 们 对 (x 1) 两 边 分 别 加 以 分 析 . 首先 我 们 证 明 : 存 在 一 个 党 
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数 c 六 ,对 于 每 个 em0W EPA: 
Primax(S UU) > 2€] = PISU V U7 > 2€] 


- € 
x " Ei Ul-s un yer ma] }- Cx 22 


固定 c0. LEE 
W,— Up aovet rn 
固定 ぁ , 
SD V UL ey C [S,QU) V U o sj]. 
TÉ 
E[W, LEAST — EU Ts an VEJ Eg | ュー : 
zm EUIS, EDNDZ mE] 57,4 } 
一 Ip * EU, |. L = eaa, * UL, 
一 Wi * 8.58, 
即 QWulsekEu AIEA FA. 信 
nt まま > 1, S,(U ) > Ee); 


(en, Hian} 一 gm. 
考虑 事件 
A, = [S,QU) > 26,U7 « e]. 


EA ERE T «Lon 3E FUR [iE EE 9 = 0] 


n+] 
4e « SIQU) = SIG) 上 (ーー の コパ キー D i Ue 
二 一 下 十 1 


还 有 
lUr — Ur at = Ur Ur Hep oe, ceo 
+ (Uya e Urey ea 
S Urde, su, cu Urcadte,-e 
R EAA Ur UJ Sge UU Se. 因此 在 AQ 二 有 


" 


T 
po s Es 


" 


aeg «gà S QU—U, QV 268 c S QI — UL 
| 


ER—T:] k—T. 
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由 于 SODA n MARROI T MEXIA ERA A 上 ,由 人 > 
T 可 以 推 得 ;一 W141 一 Wi A qe U^ EU, =W, W, .. 故 
在 A, RE 
Eo Dg m Y (ュー UU, iX =- y W, -Wa 

&-Ta. 


ーー 


WW 


《其 中 置 到 一 0) , 即 SCIO. ORW, 的 定义 ?对 Er 有 Wi 
Ue AIE W; SU; OER F 2 E ETEB A LAIRES E 
iR. 

A = [SC うー 2e,UZ te] C CS,QVO 29 e,W7 6] B, . 


D, 5 Tmax(S,QU) 07 ) 2» 263, = TN 
= TU >e], U LU; S — De Ui.-—) 
= [þe] U テー UT D> Ze Ur xe] 
= [eh a, 
战 凋 
PEO = Pel PE H PAD x Pe] + DOG.) 
z;P(-] + PESO >e], 
m EU e], D 








- 4- c EOV) 
ELG dan i 
= 一 十 PEU s anri? fy] 


So] レー 。 -DD 
E ELU IC 十 Vv . EU, A, | 


Dn "n rr 
= D TEQUE EIU " 


> 


r 1 
OS EQU sedisset sm d 











[DERG 525. 4. 133022: BB HIE. PU 278]; 与 PLS, OUO 


d 


AREE DAE hE] Da miu ry. 


lag 


























Ur C» 8n] Z9] A 2 EX —SQUUO VUL Y SU, p= 
2. 


ECGHU)) SEOSED V Ui; TO x CLE E LEUR 


ュー Nr * P . 2^j? . E f |? 
EN | P ] 」 EE 


OR BA USEL An] e BA Ha O TEA 

















V 5 コー テー ict Bi 25,7 
LS UBI: 


計 Va een XE E E BDGE US eon; BT AC HE oT RE 


COELI. Cx) 


EISOD e ZE EM gn pus (CR 
Su QUAM 1 b un 1 1 Jon * = 
ESA) x ELS.) 2- SQ» 


xo DESHU) + ESTO] 


1 a nhi P 

E 2° | £ P ,一 | * Ef. 
j ・ 1 

1 E 

(OCA) EM. 


这 就 是 (3.4.15) 的 左 半 部 分 . 

t Y x AR ARX RES s E XN EL FLA 6 n UH Hb o 
UON FER Lom ISMCIÉ II ATA MACE, Fa in HEB ED. 
Ahe t4 B S.C t SOCOM noo. giu] f$ (3. 4.162 
之 左 半 部 分 . 

Jj EC. 4. 152 3 G3. 4. OZA ER RER A 4 之 1 
有 ESOO Jek Ej) AD> 3 ESCO =w lM (3.4.15)2, 
BALIOZ HRR; H E| = 01H E A E HE). 这 时 两 式 
B) 35 BA 0) BELTS ACE SE S FH AiR ERS Er s. 

固定 n1. HER pA R—1.G.evnWÓ 








[30 - LT ARAB fet 
1 
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所 以 
E fac- feilt SEL > CH — fe y] 一 ES < os, 
故而 
max E, i — f, |^ 95. 
LEES] 
xH 
E|f,i^- E Ga fM ai fpo MG, ,"-f 


& En 3 A feilt — nt DEG o fuu 
&-1 É -I 
zm * max E f, US チー リン S. 
lux 
BUR 
f. € LR, P). 
FEZ E LO, PORR R E RE LGA P), 其 中 g= 


-É og 計数 (エキ 上 エニ 
P-E r BAER HID 人 





,a 8gnf, « | /lr 
p 2 Be 

(E| £F, の っ 
则 因 


EJF. — PELLUS . E - f — E[ [sga f, |^; a Lf 











EF Ej,” 
EIF,” 
= py TS 


疫 有 
Fo EL, FP). 
此 外 还 有 
を た ・ ア ガー を [Ksgn falfa e に PP 
QE 17 で 
EV, |^ 
CE |f. tx 
XIEDERT]aER—i.9.— 4 
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EL DE 


A S EUA 6,]. 
Cik A E2. 2. TD E A BRE P eon. 
注意 ( 取 /—0 as) 


Eje fS ES 4 DI NO Fo] 
hcl 











jog 
= V YEG, 一 fa 12 * Cf — fF 1 
&—i j=] 
EY, ーー "m ) * Cf — "i D. 
k=] 
DE 8E CD A A: EG Ur. Ru jo T k A FH A 
を し (方 一 話 1)( プ ラーナ し ェ に) | ー 玉 だ (上 [上 … コ 1 9 
= 
=0, H keg EM elina ER ub. 3 


Doo 
5 ian ! u 
k RII Holder 不 等 式 { 即 S Tab, xz al Ma N > be = Sr(a) 


， S,000 可 得 


E SC, — fd C Feo] EELS. A + S.CP]. 
i= | 
因此 
(ESN VF = EGA O m EDSGD ・SL( の う ] 


$656 L I 
EES ESF) 





ut 1 . i ^. a PUn 、 . i 
ZESA 。 | I Ef "| 
Eso De mE I 


— E SHOES - i 


【此 处 1) 是 再 用 Hàlder 不 等 式 , (D AERE LLL XL) NF 
(3. 4. 150 4E ETE ZEE LLLA ELA =l. 1 


于 是 置 B 信子 , 则 (3. 4.15) 之 右 半 部 分 效 证 . 又 因 其 对 任何 


* 
t. 





n EDU BUR ELA AsupE|£,|^G 5 ost SOO A SCO MS 
C3. 4-.15) 之 右 一 不 等 式 随 边 各 取 nc 时 之 极限 , 即 得 (3.4.16) 
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之 右 : -不 等 式 , 定理 至 此 证 毕 ， 
HTAR Burkholder 不等式 作用 之 -- 斑 ,考虑 下 述 的 上 界 估 


ibam. EDO S Xonmm1 b AKpL20&R E) Xx 的 一 个 上 


A fiir. 
用 Burkholder 不 等 成 可 得 


EIS Xs C, E XH. Cx) 
1] rol 


再 对 和 DX = ウリ 2・1 用 Helder 不 等 式 可 得 


Fui i=] 


" ーー 」 E ul E n E 2 
DX s Xie he = (Neu. 
E 1 i 








一 | PX] ati. 
1 
fA C 1 中 就 有 
E' Xr EC n? EDN OX’). CR) 


El 


mx DAX = $11 X, 用 Holder 不 等 式 时 有 
1 i 


n 


SX x h= i DN St 
] | 1 
FU 
] 1 | - 
此 处 二 十 二 三 1 因此 
EY (n FECI eoe E| 33x]. Cu) 
比較 (*。) SC D. E F C, AMF POSU ROC, m ntu 
C0 rP E ok f d S. (注意 若 用 ご ご - 不等式 | や テリ 
1 





I^ 





n^ M KIRMAS C 9 -- 样 .) 
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作为 理论 上 的 一 售 庶 用 例 于 可 见 定 埋 3.7. 2 





3.4.3 Havis 不 等 式 


下面 貴明 独立 需 合 的 M 錠 不等式 (3.4.12) 当 ぁ ー1 時 対戦 情 
形 亦 成 立 ( 即 Davis 定理 ). Ej E32 ([] üE Bj P3 P 1 RE. 
引 理 3.4.3 3E /一 {1 ^41 Lk. dE dim 


这) 为 一 随机 序列 ;如果 DO, X0 ó 8 —1, 
m 














PIf > PASCO V V^ EE Ptp c» à). 
(ヨー 8g- 1y 
(3. 4. 17) 
PISO > Bf V V? < A x y > 
(3.4. 18) 


证 XX E R RTE HI TERRE UE RE Log X — EE. 
通过 全 们 由 靳 Fig X —-8R h ETR Al = sapEA? 88 FE E dA. 
JF EMS DPA SOON V^ z8A) C 7 (I — 8 — DAN Ki B 
TR RIP) ER ALPE CAE 855-0 E 9 E € Kolmogorov 不等式 〕 来 正 . 

BO SOOO EX 

e= injian a lifa DÀ}, 

v= infin Ze], i A 

5 — infia] QC V VLL, m SAh. 
并 约定 一 if 好 三 oo, 则 "m" ADARRUC LA 5. HA 8 一 1 
T9790. uml». 人 を 


^ - Xl. seo nE l 
































则 
A, = Maus. As] Maa. isl — fag — Fa 


由 命题 3. 2.1.3. 19,3. 1.6 asl EA vAGa Aun A OA oh AiE 


3475 





叫 * カー ロコ ;与 {fn ton Qnm] WRONG. E ih, sH- ul GÀ L5. 注 


EE SAs inson) ,在 其 L3 SCA) = [> dil... EE a 一 
0. XH 


S? Gh 一 S uus hal * S Milos 一 SI (すう) < SF) 
jd 了 一 1 
一 (うに ュー SKK の) 
[25 
= (8: 4C H の の チー ュー SECO TULLUS LEA, 
[CD ALBI o HL IE XL LUEE ooo ES SI 1 OIA, d dd EAR 
SYS だ ffl a— oct f SZ (GIO SA s 20 X. 因此 


i^ [i 一 Sup, as ER? 一 Sup, E | 2; dil pe PED 


p 
了 "TIE 
FI 


= supa Ed M pez JE し コミ EM pus | 


?一 1 


= ES (A) = ELS GOL ue + S Oeean] 
L EGS GOL a) - d. Sh) 
LE 
< | 2 あー 28 LP =J (=) 


Erta] 
KOR (d 4,2) EREA E ARA EAER: M j 


Fk 时 E derr daere l=0 DAEL «ATE SOGO»)— 
0. | 


由 vv 及 go 的 定义 知 
(f° D> BA,SCÓ V V^ EO ニレ ー og — oo] 


gr 


T 4 eC (ho pek Bj, Æ h, Co) = Xa, Ca) Irese = 


Farva (の) 一 Fas atas Cn. T ROW BUR Y n=l vE i^ "h6 
lA Ce) = = fane — an| = Fi c7 Soral. 
注意 


Ia = [fina S hil Oona = 2 fon 
= k=] 


m Nas uoa = BAS, 

ifs | = = EAMES -+ [fons | Fe 

= Jua Tt da 

= jfa Hdp! + -ni t Lfd Pp 

e Ole V Ta dd ifla 
[AVH oE es zn] 

À, H w € [an] 


SAHV ZAHA S= AHA as 


I^ 


Mif wE た … 時 
sup |A, Co) | Ze sup. C — |l) 
= Eps LAAT L $54] 
= BÀ supp, — (dT 04 





£13 
ーg 一 (1 8)2 


—(B—80—1)Àa.s 
[CD i f (9 p veo. ] 
于 是 知 
i6 C (Sup (eg うー (g—8— 12A. 
JA iiti 
Pie xm Pie) Plaup,. 


iG) Ze (B — à — 1522) 
一 Tilim max が (の ) ; zB -8—1)5xX: 

uL 

= lim? pL Lmax hi Ca) ze 





テテ (ラー の 1x] 
E lim EA: supEh, 
C (B -LA (P8 —1» 
Se e PL ma]. Lo ーー 








(Q — à - px 
_ 28" + 
ーー ゅ ぁ ー pt 


[Eo Om im -IYA [大连 
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(2) 用 Dooh 7R & 35 (3. 4. 50 4 CHO FH C ?处 结果 . 138 HE C3. 4. 170 dE 
BE. 
为 证 (3.4.18); 在 前 面 poo WELPE SOOS 7L 位 置 交 
换 , 而 作 类 似 定 闵 ( 仍 约定 infe o0. 
= infia a lS OO D> A), 
y = infin S11 カー BA), 
g' — infin OF V ザコ ュー 04]. 
BU x ov! vo EE CST) BERI. BE d 8—1267051 
EZY, 
令 
Ss. 全 うじ た の の 
1 
则 
E= dia nr 一 dln = laruan fas 
L 1 


地 是 一 个 LS. 
TEE Cu Zo! ) E sg, 的 表达 式 内 各 项 皆 为 零 , 故 关于 nn 有 g, 寺 
0, 从 而 gs 一 0. Bl 
g Irge = 0. 《< 
X JB xt RES n 
lg ンコ ーッ ー Fa DD » Tvs ee 
& aawa l H falten 
に (max |f. 十 AN, EA Eede] 
= GL Gd Flea 
S U 十 方 Ola 
SG. H dde] eran 
= (2 1 + [de Derec] 
& 364 Tega] 
成 立 , 故 有 
SU C*。) 
* 150 > 





类 似 地 有 
gale S CFs + Fe Miess] 
m EK — 20M LL... 
因而 
sup jg Pree] L Apere TT BEA peenu — 0*3) 
So rD BC OBD 
SU 
再 结合 C* ONCE 
E7 = supwa ig, = supsal lg. Museo 十 EALER 
= supaa Ka iire 十 SPs | Bn reee 
x0 十 3A .1: 
这 样 便 得 到 
Eg’? = sup, Eg? x; 90* XP Ey < LP で oo] 
= 98A P [SUO > A (xD 
注意 在 集合 {SOP VV" AV o UO «eo d oM EH 


去 一 


. " o 
dile ccyAy] 一 Y dileas] = lim S ilu ae 
i k=} m 


= lim| $ dips] — Sid T Tusw] 
$=] km] 
= limf Sia Cf) ~ 55400] 
= lim {Spa CP) — DS:00T esa) F SO + の っ sg) 





zm lim 52, C) 一 LS: CÉM pua 十 (S2 Cf) -L VEZ] 


næ: 


HE 
一 


> imsi O — A H OAR) = fm O — Q - 80X 
So oR 
= (P —3-—1)». 
【 其 中 ) 央 在 [ メ ニー] 上 有 SIQO OTI WE 上 
有 SL OAA AEE T 81018929 E Bü e XE SS LV ooo! — 09); 
上 , 故 叉 有 VEZO: lib 215g [8 E.M nti 


・ 15] ・ 


NC UN Mile (Q* 7 09 — DX 
点 二 | 
|j 4] Chebyshev 48 8j aX, RE C 2f 3 
PiSCP > > PAJ’ V Vox GÀ), XR Pi ia 


E[ 5, > ae 


173 — à — Dx 


DW 2 
E i Vad alina a] | ž 





z ; rt _ SUD, Eig. |? 

Ta FD (デー ダー1)4 
E A? ^ pog T 

« ELET e PISCA 2» A]. 


LHP O OARA AST AUE E R REA AERA. 1 村 是 (3,4 





. 18) 
dkur. 至 此 引 理 证 毕 . 
引 理 3.4.4 WMR FSIS 5 donal E LA, 
Ea 一 Na,, a; = (di LA Lidl a^ i El Cd) |, id 
一 Sib; 5j 一 《es Br 一 EL C4 | 37, ide 
1 
则 
g = ig,.nIm1! 
gei La Bkm f£ = ga F An B 
h= ham ĪA ' OUT 
la, Edd, (3. 4. 19) 
うじ レル 人 WEC dU. (3. 4. 20) 
n=] 
N Ela AEd (3.4. 21D 
日 一 | 
证 X 


Ela d-9, E[5, 5, 1] — 6. 


1.] 
BEL aj b, TERR g= N lanh = > b, OX ER. XR. f, 


J DAR LC gahn 亦 同 样 . CER 4,-a; tb; Moin f. gs heal. 
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侍者 
tay! m dd, PP xau +E; |d; Mp asser BILE *zodd; 、 
uM . 195. 


id T 2d} < 2lad; | ES 2d? t 


Yid luzi a; rl ze: ー の みう ニー2 lim (d; — di) 
L 
= 2 imd; Lnd, 
JE BI C3. 4. 200. HERE 


kl gl47: DNE 
Y YE 


S 2ed" + の gg loa sus b 2 Edo 
这 是 (3.4. 21). 5| Hl iE 5f. 
定理 3.4.4(Davis) 如 果 /— LLL RR ME LR EAE 
Tí XO AL Bu co 使 得 
AESCP) x: Ef^ xz BESCÓ. (3.4.22) 
证 ($455 B3. 4. LTPRERE LIE 六 写成 
チー p, A. 


出 此 可 得 
Jt ni 


f£ Wg' Jh. 
X 








S( の = NE, — fa)? = lim [Xiao 


= lim [ite — £e d GST ROT 
novem 1 











C1 . M 2 i 

Siel fs: (E 一 B-d c [xis 一 NH" 
1 l 

= lim S) + 5,00] = SGO t 502. 


Ec12: Hi Minkovski 不 等 式 .了 
对 上 述 两 个 不 等 式 求 期 望 ,并 用 引 理 3. 4.4 之 结果 就 得 


Ef « Eg' + Eh" « Eg^ + S Elb] s Eg' + 4Ed', 
1 
C*,) 


ESQ) < ES(g) + ESCh) LES) + EM |b] 
上 


= gS(e) + Ele | < ESO + AE". (* 2 
[其 中 (1) 用 到 Jensen 不等式 .】 
ER g= Da EMME lal Lid dL H F, MA. 对 
它 用 引 理 3. 4. 3 就 得 到 :对 任意 えー0 及 0<< の <Cg 一 ] 有 


Plg’ > PS . Pg 
(ig D> PAS lg) V 4d Sa S コー ター Pig' >A}, 


P(SCD 2 BÀ, g^M Ad' SeA «x raer PiStg} > A). 


A= [g" > PA], B = [SQ V 4d” xi 4], 
则 
BE = [S V Ad' > 2] C [80 > 02] U [da > sA] 
CUD. 
于 是 有 
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Pig? 84) = PA) = PAB) 十 PAB) 
< POB) + PIB) 
x PAB) + PC UD 
SS PLAB) 上 P» PD 
28 
p EN 
Baiy tis 9*5 


エア [Sg > 62] 二 + Pltd* > 8A]. 


= 


喇 理 有 
っ gå? 
+ Plet > 8A] + P[4d^ 7 eA]. 
对 上 面 这 两 个 不 等 式 两 边 分 别 美 于 4 从 零 积 分 到 oo, 注意 到 
五 E 一 f PLESAC P E20), 8] 8 








Eg* :: ES AEd* 
Es ーー ドー d UU. 
B (8— ye 十 十 3 (* 4) 
ESCg) 96 Eg" 4Edq* 
3 X 页 一 ーー 上 ESCE) + wot 87 Cx) 


E 3| 83. 4. 4 可知 ( 因 为 e — f, — 4.) 


g' ZS A Ef À sup つみ 


«ftr supa > | 
1 


<f MM, 
KA 


Eg’ «C Ef' + Eh" ZEF + X < -EF + AEd', 


Cx) 
类 似 地 有 


Sg) « SCO + Sh SS( の 十 M | 
! 
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因而 
ES(gy < ES + DElE,| — ESO 十 4Ed (en 


注意 


ーーーーー 


E" 
- d 2 cr 
d’ = sup,.|d, x aj 3r; = SC 


所 以 
Ed* 二 FSC Go 
X 
d' = sup; |d,| = supsalf. — f.i 
s osupaaC| Aud — 174,4 | — 2sup.s アー 2/7. 
所 以 
Ed' < 2Ef'. ( X 4) 
l 28” 





Wr Ê Du nq 
HOO CHO COR D Gi rg (ame 00H TERI 
= O8 ut ) n 4H 














o ESI) 十 AEd! , AEd! ESCD , 8Ed* 
01 xTM LL O . B 
Be S 人 rg 5 「 5$ 
ーー DES 
E E ` 
B 
rà : 
A gë? リー 
Hl Cx 2. CL C 2f Ger n — uMM—— 0. xb AE rp 
B B —àó 1 
2-03 JE 
so Esqgosz ELS, bd’ | AE? 
ó 8 
Eft Ed VOlTEf' 
8 ! E Tx E . 
Bii 











30D pagas < ESUO | asc) 
rË ró 


FEG. 4. 22) 的 右 方 获 证 ， 
Min ぅ >) 、【 * 1aJ 、 Cx DEEE 


gs の ) < HEL + aga < UE 








+ BES” 





ŻAL EF. 
RECS. 4. 220 5 4c 73 RHE. SN UK HE. 
推论 3.4.4 设 1 





LALR o 可 使 


AES,CF) « Ef; 


(Ef; os BES, J). 
证 对 每 个 ERST 
f = jf. l Z. テキ 
: た iE 
E = 2 
GA. = 2 - 
"I De 


f Davis E BT RE J, S, AR) EBERT, EE 
现在 葛 证 上 .4. 12 就 大 容易 了 :有 只 要 把 Burkholder 





Ej Davis 
R FLA CT ELI (B Er y EL BR HLE RES LX nal) CELO EI 
Æ yO p Bia. 
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= - Xa 1x Aun) Ta MA HERO 


(3. 4. 23) 


S3.5 Gundy. E] I] 8 4p SEE SE P B SC 


3.5.1 Gundy [32 2r RE SE HE 

我 们 先 讨论 Gundy 89 9k jj f E, E E rfe RS CC iO 
的 一 个 基本 工具 . 

定理 3.5.1 没 プッ ー Pd nnl) E RAE LOS 
LM VATES sopE |f, | < co. 则 对 每 个 天 >>0 及 n 之 1 有 fa B9 E 
xh. 

fa= T, +U, +V. 

ERT oneal, U onali iV enl) E th. qm T.U ERE 
V ÉI LS 4r SW IE. 


IT], & sus EIT.| < PUT? A sup |T,| > o) < Kh, 


(3.5. DD 
IO < EJ U, ~ U..,| s Alfi (3. 5. 2) 
VL $ supa EVD < 2K * Ill. (3. 5. 3) 


证 明 这 个 定理 , 须 先 证 两 个 引 理 . 
引 理 3.5.1 Bhif.nclidédEfA FM 是 停 时 , 则 
gc X MEF an  supEfa cfl. (3.5.4) 
UB LEFT eo RIDE 
Ef, xz Il. (3.5.5) 
证 BERERE] awf as. TE 
Efi = El lim fn raso ] 
< に)」] 
_ x lim Ef, sn E SUPE f... Cx 1} 
而 对 于 固定 的 nw 之 lJ 有 
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Efire = | 7 NE * n 


し ァ rt = M MES £3. 六 一 | uf 
LOB OS ER IMEC) OD l 
Ef nn Ef. 
把 (* HRAC ORG. 5.42; 
Ef Tuse] sup. Ef, — A. 
fisup,: Eao W) B1 xE RES. 3. 1D AL. € Li np fi 


fof. 
从 而 
Ef = を アー ニー Emf om) 
ru lim E£Cf,IHi i. 
XH 





EFI. em] CA = limEC. gs] EL lim EC Iu sy, 


Ef, L EFI. NET lim Ef, x supE fn 


para 


( *,) 


C) 


Cx) 


Cx) 


Cx) 


注 NO. nZICAPERHESU FL nz lrADSFÉA. ke e ae 


Cx OPAS GRIP LTES 
あれ < SE sapE]/, |. 
而 车 >So EA 
五 | 六 | & supl f, |. 


引 理 3.5.2 设 ! 广 = ACIES 非 负 下 者 ,满足 


sup. EF, «oo, 
则 对 任 一 A0, 
( [infin ze Lefa > 
m MM - g. 
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J 


(并 约定 2 "二 0, 当 了 之 下 时 ) 就 有 


t 


29 CTOEPLSOmPRfL.«lAsopEf, — (3.5.6) 
证 HER HEC ER. b 1,2, and 
A; = Sas, j= lynn. 
T 3 B 
Aie: M a = Sait aS 
从 而 un ー 
Ya HA SA 22441 一 24 4 一 2 Sad . 
四 此 对 每 个 nz ^ 


An- l LAR 


> di + Fa 一 DF nn LE OU 25 df, 1・ 
FRI 


£-] 


P EXCPRZDINECHSÍB.E ERGO JE A BÉULFEEGUG. 6. .5—1 PARS 
時 :<Coo a. s. 有 (网 引 理 3 2. 6) 


EOM d) = EQ) Edd, 1)) 


rm = 
B Eldi |F a1) 0 方 コ 用 0, 就 可 得 
ihn mu 
EC dp) = EL MEGA 1 1)] 
k=] k=] 


LATE 


= EL2 f- EF 2] 280, 








从 而 
tan—1l 
ES aa kf Ef n l. (* 42 
k=] 
由 于 
Anl i—1 
Q MN di* M it 
k=] k=] 
故 依 单调 收敛 定理 知 
An d t-1 
ES d E> dd 
RA Ho— Cx i-i 
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HX AER nz Hn EA. 而 





fas d Un z uu Í- A mi Fira Dp0* [La 
Mmi ip Se Sog HETR 


再 注意 山 引 理 3. 5. 163. 5. 5048 € LH I 
9X enn dinn SS AS m Afina pu P pau) 
— Af Tus 十 AF dua] SAA 十 AF, € L. 
BT Fas. f. fu BER Lebesgue 42 H di Si 93 (SE EH 
1.8. 8) uf (8 
Ef. PE EF, af 
ie LXxB.4EC SPILL Goo 4 EIE (B 43 (3.5. DOZA: 


EM Mi 十 Efi, < 2Ef, fa- 


ま ー1 
由 ょ 的 定 叉 長 引 理 3.5.1 叉 知 
Ef, f, x AEf, x Asup,. Ef. 
这 样 (3. 5.6) 之 右 也 得 到 证 明 . 至 此 引 理 证 毕 . 


引 理 中 的 证 明 依 时 可 以 被 部 就 班 地 进行 ,因此 (3.5.6) 亦 真 . 
定理 3. 5. 1 的 证 明 正定 天 全 0 
inf{n > 1; Pm 
C7 doo. die) A. 
对 disf S ER: 
d, = dily. + [ddu — Fr als ad 
Pidie — Ed fr a] 
CH 为 x m E[- fd] 十 EL fd =E med 1 EF] 一 Ipso * 
E[4, |.5,.,]— 0). 
注意 





Eit |; Q3 一 EC e RD =p, 
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X 
E[d;1 4.4 159,4] 一 I«E[di| 5.4) = 0, 

因此 412 人 1 就 分 解 成 三 个 贰 差 列 之 和 了 . 

对 nml. 

T 全 M pen. 
t=1 
易 见 
[sup |T, | > 01]C[r«ej]-l[l£lifp) zx K]. 

因而 由 Chebyshev 不等式 長 引 理 3.5. 1 后 注 可 得 (3. 5. 1) 第 二 式 ， 

P[sup|T.| > 0] & PU « pe] モア [コテ だ] 


< EAM 1] < EPE] 
Tu K . 





对 Un. 


I7, 一 if. — f.| E" [天 | 十 | £f, |. 
TE CERIK T., EX, Eton BE T,= 00:18 8| E83. 5.1 X18 
(3. 5.1) 第 一 式 ， 


E[T,| SEJA] HEJA] x 2 sup£ |f, |, 
supE|T, i sS 2 supë |f| < oo. 


再 令 U6 一 0,U, 二 E 





EN [U; 一 U, | 一 EY | 
3-1 i=] 
Du» VU in 
«E I1 Ea uus Ele Hp. i1) 
i-e] i=l 
= 2) Eld; Ta = 2E |d, |o 
i=} 


AE pea S4EIS, XA supEl fl. 
LEE ORB RARE BE COR LE Lm fedet LATE, ud 
S21 GoRISISI3. 5. 1 后 注 . 3 此 即 (3. 5. 2). 
最 后 ,对 每 个 4 之 1, 令 
* 12> 





会 5 (dpi ーー E ddu | F, i ] ; i. 


t 二 | 


看 于 平方 可 积 的 著 差 列 构成 下 交州 , 故 有 
nO 2) Edda ーー Eld Ipon i: aJt 


= > (Ed? us ーー 2Eld ltr * Ed: Ty i a] K 
i=l 
十 EE usua AdO 

Uu ご 

ーー $ Za; Tusz 


P] 


= = gg Irn EY) Ius = ES MI 
i=] 
ok * supE|f,|. 
nl 
[Go Ecé--1/80.1.1) & (0.2. 113] £8 EC P — El--)5 
(2): 引 理 3. 5. 2 后 注 . JAA (3. 5. 3) 
supE CV?) x 2K * supE| f, |. 
定理 证 毕 . 
现在 容易 得 到 邯 差 平方 和 的 基本 收 和 化 结果. 
定理 3.5.2 ぼ CAnstin) RIX, Foili ER XX I, 又 


sopE |S, [ceo (8,= 21xà. 则 


YX: < oo a.s.. (3. 5. 7) 


i-1 
证 ”现在 关于 一 全 整数 tel, WEHE. 5. DUEB LS, OZ 1E 
分 解 : 
S= T, tU, +V, 





名” 在 定理 的 条 件 下 , 依 定 理 3, 32GA DIKA a s EER EEE 
L] 
r. v. Fi ie e A Be HE ih M xixe 8.8. 
L 
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Y,2U,—U,., 0 = 0)、 
Z 会. Vaai (V, — 05, 
S,— U, cT Veo nz 
E ifr 
S, T Sy 1 一 (QU, Ua) | ( V, 7 V. う ` 








即 
X, = Y. Z, 
GER X Y) AZA EARAIL MFAT PAA IE 890). 所 以 
X; = Yi Zio Y Z, «D2(Yio ZD, 
Xe DY + M. (0*0) 
1 1 


1 





Ek (3-5.2) WE IY, « 4supE|S,, «— os. 因此 随机 变量 


IP «oc a.s.. WA EWAN Ya ご ss lad ec oc 此 式 
L | | 
M. fA 
My XI O0 AS C») 
| 
X EVD = EZY 一 DEZ, 依 (3.5.3) 知 
上 1 
ES Zi = MEZ = sp, SEZ: = sup (V?) 
| 1 mir] 


uL 2bsup.E S, | XL cx. 


ld- 





伯 由 (3.5. 1) 知 


"ERE Sl ue E 
五 sup 17 "E 0] x e» v 





— 0. 


arj 
pu 
t 


SUD Jaa 中 


于 是 对 ¥ gs 三 0 有 充 分 大 的 本 使 - se. Hl xx ERR RE 








IFA f M AGE A. oS P XP«Loo ass, VI PCAD «Les BEAR e dE 
ird 


3.5.2 周 元 乐园 差分 解 定 理 


为 研究 娄 变 换 的 收 侈 性 ,我 们 建立 一 个 年 Gundy 分 解 有 密切 
X8 p E CE ELE PR. 
zEdH3.5.3C0H o0 EROR ARÉED BUR i= l)e Man, p E 


E sup| R| co. 固定 pl 4 a (DT RT. 则 对 每 个 >0 及 3 


zel.R, 可 分 解 成 : 
R =W, +Y, +Z, 
此 中 Wi HL ml. Y ZU Zail H EI rs TIP 满足 





P[sup |W,| —o]« £e 1 . 
& + (3. 5. 8) 
Hh ssh EH supiW,;| — 0.) 
な や jy | zx 2ECGUup] BR, |), (3.5.9) 
~ 
EC Y Zu) SL on, (3. 5. 10) 


证 《应 注意 该 证 明 与 Gundy 分 解 定 娃 证 明 的 类 似 处 . ) 居 定 
ED. S 
リー [minin Ze d.e, ( > RO mm ig 
1 , 
on, il 一 g. 
4 一 ;对 1 有 
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R= RAe] 十 { jc E(RAc- aca di 
+ — ELR Ipsa 1 
Š W +Y, + Z. 
RERE RRIETA M. 
注意 56.5 an 4 oont) ,故而 
am XE Ub n ZR s, Ld»: — cc up| W| = 0. 
因 ift 
[sup|W;| 2 0] [z « ee]c [e  &]. 
由 此 可 得 (3. 5.85; 


Psup W,| 2» 0) s P [t < ce] & Po 2» £1 ES. 


E»IY,| = E$) RI — EL La il 
icd ュー 


« ES Rs H ES ELIR ual Fa] 
2 


i=] 5 一 


t = Um 
SEY] |R] Iua 十 SECURE alui 
i 二 1 r=! 


=2E>) [R;| 5-5 = 27ETL | Rossa] 
に 2E sup |R, |. 
LOO, Qo PARAE. s BD (3. 5. 95. 
对 于 每 个 i 污 1, 由 初等 不 等 式 ( 对 p1), 
la + bj* xz 2^" Cla]? + oD), 
并 依 条 件 期 望 的 有 头 性 质 [(2.1.11) ,推论 2.2.11 可 得 
EZ = El RT — ELR Tn (1?)} 
xz EL Ry. ]. Cx) 
而 依 另 一 初等 不 等 式 ([8], 8 2.150 HERR 420,070 pA 
a? — E^ x p ra? ta 一 の 。 
可 得 ( 见 m 定义 ) 


0667 





jR = of — of, xpo (gy — の - ュ は ・ 


结合 ( x 可 得 


S EZ = bp El (Co. ーー el 
一 上 i=l 
sp NEG; 一 8j. Tr 
[= 


== 2P e pok? + im E(D Co = 0 Tn 
m pri eon. 

[ID E(X ama es) &E[ Ge 1) |= Es SER = 
1 于 是 (3.5.10) 得 证 .证 毕 . 

3.5.3 WERE 

在 讨论 鞭 变 换 的 收 伍 性 之 前 ,所 给 出 鞭 变 换 的 正式 定义 ( 况 悦 
383.4. Li HD. 

定义 3. 5. IREO OLEI DNRRE IRA. 又 对 每 个 
Elu S8 8. B 8 [D > vY n1] 2 We SE rfi 
(v, 221) A SE SIR 列 . 

注 r fou ZI] ElvY; «o5. BRE ER nel 
RER. 

2^ QUEE Bh X FE SURE THERE EE H- EEA TELL. Y 为 其 
第 i SO. 令 (IO) AE CR EQ YO. HB 
设 这 项 赌 捕 在 干 述 意义 下 为 公平 的 , 即 ELY Z- ]= 0 ais. 对 每 
个 次 1 成 立 为 了 更 合 平实 际 和 有 点 意思 ,可 以 让 赌 者 每 盘 变 动 其 
WEE. 设 他 依据 前 ;一 1 意 的 赌博 情况 关 定 第 ; GET HE mw 元 (mw 为 
F -可 测 ), 则 他 第 ARREA eY.. 嗜 者 的 下 注 方 法 (gu. 名 ig 
闵 诸 即 购 注 变换 序列 (为 随机 序列 ) 就 叫做 变换 序列 , ERE d 
的 累积 赢得 序列 和 .一 Su Y anzi] abe Mex de. 
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T KE S8 3.3. 26i) 短 有 PY. a s CORE. 于是! Yea 
:] 


尽管 最 初 可 能 会 有 波动 起 优 . 介 最终 要 变 得 接近 于 一 个 男 定 数值 ， 
并 且 处 十 与 该 数值 保持 接 适 的 状态 ， AAA i BE E SEE 
用 一 个 下 注 方 法 {vi 宇 1} 来 改变 其 累积 赢得 的 这 种 浙 近 静止 性 ? 
加 管 是 ;倘若 他 下 注 数量 有 限 ， 即 倘若 sup [x | «6e 则 不 可 
BE. 这 可 由 于 面 的 定理 在 出 ， 

定理 3. 5. 4(Burkholder St F 4 AE zc apes RO 役 商 差 序 列 
CX 7 IEEE ER FRI CLR 4E 

sup iS, | «loo, 





X 


sup |; «ooo 8.8. 
med 


则 于 变换 r, = > a. s. lr ox. 
L 
证 国定 一 常数 L0. 令 
T= 
Po, 若い 
对 十 ilS 
R, = vX; rgd- ESS S ・ 


因为 vd -rf specu] M So, n pl s (RIZR 1) DESE 





证 明 的 关键 一 步 是 建立 2 a.s. 收 务 ,我们 用 周 的 蒜 差 分 
解 定 理 来 作 , 为 此 须 先 证 明定 埋 3.5.3 的 条 件 Esup | R; co E. 
对 于 每 个 i 演 1( 注 意 Ri 的 表达 不 ,了 HEIE XSS S, 
等 ) 有 
RL [Xi tma = Tn 
GLa |Xrl Ta d Lo FasagtlS) SD 
le St |Sr D + 2E 
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d.t d uu [$2.2 二 AED. 


所 以 
supa |R | S £* Figs * 15s 十 3L. 
边 取 期 望 ， 用 引 理 3. 5.1 后 注 , 就 有 
E LS q iope] Es sup£ |S, | LOC 
"d 


因而 
E sup|R,| S & LsupE|S,] 十 3L: en. 


da TAE E DUREA >05 户 一 2 按 周 的 定理 作 分 


解 ; 
R, 2 W,— Y, Zu 


Bxxd3538.9 A-[»RF |], 则 在 4 上 有 
i=l 
g kk k 对 一 二 9 zx D—1T, Lol» sup|W, | = Ç> 
ENT 
在 AS 上 有 > Wi=0 4.8。 
~ 


又 有 
EX, x 2E supi R,| = sS, Y] < e a.s. 


g 
> ÑY, < œ% ass. 
* "o 


E| 5z) < coc supE] 2 ルン | «oo 
a=] 


— DZ TOO BB.S。 





LCOB €: S ELS BERE AL (Z 


—supE| (Ma) ZE (Xz) <e, 更 有 linea 了 从 而 
Tr A, 上 有 
XA - Nw, * x. * Y e» as (x) 


EAR | XLI) E supE S, | eo. EE Austin 定理 
结论 成 立 . 因而 {注意 R RRA) 


ぷー の escfr so < LX coss, 





即 
a= [e<] [LR] A (*a) 
HS UL sup. ES, | 二 oo0, 故 南 定理 3. 3. 2(i) 可 得 
S, S。。 
其 中 SLE RR EIS. E«oc Se で oo a. s. TF EXE FUE [5 00) | 
«Cooff) o A 
sup |S, Cw) | &max (18: 9) 1 の SpCe) | 。 [S ta) | €) ,其 中 
N=N (6). | 
换言之 有 
sup |S, | «Loo as. 
X B sup lv, | «oo a. s. RC 
B, € [sup|v,| « L] N [sup|S,| x L], 
就 有 Í ' 
n =ÜB, . (> 
注意 (x OERE: E A N B. EE R = uX, kT, = 
BeX = DR a.s, KA a co mt) EE T, Æ A = AQ 
= Ü AB, 上 a.s. K ET D, MEE O= ÙA, ass lic. ix 
我 们 就 在 
supE |5, | «oo &sup [v | SL OO AS, 
. 成 立 条 件 下 ,证 明了 r, = D uX, ass. wa. 证 毕 . 
注 在 定义 3.5.1 的 注 2".3* 中 看 到 ,在 每 盘 总 下 1 工 元 赌注 的 
情形 ， EDY- T. Wj*isupE| » Y, < oo 时 有 


< limE| Dr. Es 





EIT| = 
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由 定理 3. 5. 41 


supE| | zoo un _ Yu, eh DU. 


| m mn 


sup|z,| < oo a S.. 
ain] 


但 却 末 必 有 EIU | «o0. ARA, DE RUF E p — I P PE E 








Co 220 ,尽管 在 sup lg <o a. s. 时 仍 有 Doo Y, UE ERE R 
者 最 终 赢 得 的 变异 性 增加 ,时 EJU|—ooCE[U | — cos B] BE ELE 
量 |U| 直 充分 大 值 的 可 能 性 尚 不 容 忽 视 , 即 zP[ IU E290] 0(122. 
下 面 的 例子 就 说 明了 这 一点 . 





B R Rsi, k) 
_ 1 1 — 1 | 
が が) テー RI RE.) 
对 nezl, 
, | XP 0x:Lne d 
T (は ) = i ; 
n$) —1. dZinzxk. 
Wü XE UEBR T, nZ—1) RR GHEE 
T. ー1 n Tatil T=n] ー1 ntl 





P | aitntly Mel? P 1/025 tat Dintz) 








可 知 ELT, ,1 lale sT JŽ ELT, IT,]— TO. WE ÆsupE lT, | 


ü. 8. 





«oo. 显然 有 7, 一 一 ~ 一 1. 


PX 281.4 v-60—1Y*.mmnp £p 





On 为 偶数 ; ー ぇ 本 
Yo の 一 qo] 二 (07 88H s 
i=1 ND ET. 
— kk MW. 77 07 


IV EQ, S 
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UD = lim $e GO[T;G 一 全 -Ce)] 
vem 


|O[E£- 偶 
Si g, Bt 


这 栏 雪 变 换 Xo OTOT Q0] as .极限 存在 ,其 为 可. 


AT. 


mawo en 


PIU | >m = Pik: |U e) |m: 








』 1 1 | 
8 4 asa. i - 
— Pim.m- l,i bm el 
h 1€ | ユエ 
| | m--1 ri 十 ” (om 


从 而 E[U|-—ecA: EJU «oo. EROR mP U mS 
ot125. 


$3.6 BEILE EE ZR P) ur X PE 
O RYRM e E oL a ECHO. Eae ym] 83 A 
件 与 收 伍 集合 ， 
3.68.1 关于 非 负 随机 序列 级 数 的 一 个 结果 


HEQO xD ES .un Z1) 是 一 个 非 负 随机 序列 ,而 但 m, 2 
ELS 5, ,].. F n Ze 1? 是 它 的 伴 陷 的 条 件 期 望 随机 序列 .性 
虑 两 个 正 项 随机 级 数 > 和 与 Mn nca e 下面 定理 表明 . 


只 要 Exop£, < ,它们 就 在 as EX FM 
定理 3.6.1 (5,2 0,2,  E[E, LI, ln ze 1. NN 








G[»& Eos 00 a,s, 
1 


1 
(ii 34 Esup£, < cc Hj, | 了 了 | Toe] oo a,s, 
] L 
证 DIE 


"1 


aH — JdEfü r. v.U.V.4-F ACC. QD EV 790 a. s.. X 
| UV «oo. BR EBUBIY YE A E Uo a. s. ; 


To AC a a 
CORE az 2 人 0 有 


$3 一 
TG Dal Tp Xa) 
1 


<5 Pe. 
e Sape Da 





























Ms i £ Dy 1 
五 = > 
+ で p Xf 
1 1 
ia e £, . ix Nas =] "T Sd Ns ] 2. | | 
«ME n SE E D. did 
"-1 i] + IAE ェ ー 1 | 11 + Mu jj 
1 1 
SE lis >a 
= E E a * EE に デュ i 
=| i l + Dy) u 
1 
7 7. M I-yu 1 





«ME CL 一 c | 
= qr Yala 3 








i? ! l 
ーー CE] 2d - " : - 
n=] | 1 十 M 3 | 1 十 557, | 
1 1 


"i" 





B OLG 224 于 集 [ Sn] 上 as ARIO ARKAE 


38:020: (0 5 20:2. 1. 1125 421, 为 9, RIED, (2. 7. 113; 52; 
(bo, Cc). ] 
GD 25 fe Bt s H F 


E [1 Puy DSe = ME ] 








ーー zm 
14 $M&j m [14 Mey 




















^ 
v]: 
t 
ローーー コ 
m 
ui 
回 
ーー 
十 
YR 
da 
Lon 1 











iga sup 】 十 & X] リー ュー ! 
UD 1-26) で ロキ ダー ュ キタ や る 
1 1 1 
1 
Sd 十 sops 和 も)・ EN Sul 
1 十 i 
T 


Z1 十 五 Sup, £, oc, 
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故 > 在 集合 [ 2 ご oo | 上 a.s. 有 限 .证 毕 . 


F 
FE 由 (6) 可 见 Gi) 的 条 件 可 放宽 为 Esup 一 一 一 全 
1 


+5 


1 


3.6.2 园 差 级 数 与 随机 序列 级 数 


由 于 车 收 合 与 相应 的 扶 差 序列 级 数 收敛 等 价 , 因 而 本 节 内 容 
与 前 面 $ 3. 3 所 讲 的 (下 ) 扫 收 合 结论 有 着 深刻 的 联系 .但 这 里 不 
满足 于 仅仅 给 出 团 差 级 数 的 收敛 条 件 ,还 要 查 明 其 收 合集 合 的 情 


况 { 对 一 般 的 r.v. IiE SNA AA > = 很 可 能 在 一 PEM 


RhA ,而 在 另 … 正 概 集 上 发 散 )， 
FG TAT TE PR E A A f ie SA HE. iF nnal) E 5 的 子 ヶ - 域 的 
HIFI, AOF ) 为 任 一 子 o- 域 . 


定理 3. 6.2 H(i FoP ERZA MW Dh 在 集合 


| 2 [名 | 多 <soj 上 as. 收敛， 
证 ”用 停 时 方法 . 对 任 给 c0, 
p 2d M EGIA) >c); 
T = 


k=1 
co,M(e) = gra. 
易 见 rt 是 {区 ,这 1} 停 时 . 从 而 (命题 3. 1.9000 
TAR " 
| DA = DE tigan anon と 1] 


gh. 
Xp dg RIA 





To 前 面 き 3.3 的 Aka ie B m E PEAL Bb R tik TS. A E USE 
JE dE HE HE XE S ERA CR ai. 


"li 


i [ui area cue 
Eë] SEE E Sa Ea) = Elsa [| 

i33 5 QUI 

SEG . SEC E LO PRÉ. 


r=] 


ECI): (2.1.1105 (2): (2. 2. 110; C22; ERE 2.2. 1 Ga Dar ZE 
受 amA IL ロ 1 大 一 條 LSERGIGU.DEG A ib 
列 (命题 3 1 4). 据 此 ,对 每 个 nl, 6 


E[ >， 一 = EL Xs + Tr a = DYEB * Ita] 
&TI 


- Pralines = MEUS t EEE A ]] 
k=l 


k=] 


" Au 
= EX: ESI, ] = ED RELA, JEC. 
=| 


= ュー 
可 兄 (注意 [8],:6) 
supë | 2, SS ,和 | sm Z supë? | Saj’ e rC. 


1 此 依 定理 3. 3 1 证 1 ,有 


Thn 


lim > a.s. f TE HR IR, 
TEM ag 














即 
S 6l-u as ded. 
$=] 


iia DEGA, DC ] ニ に ニ の っ 上 有 

LT 一 Di 
入 直上 面 的 证 明知 : Y 6 了 集合 [ な ee デリ x C|basd 
db. XH CI 0 为 任意 , 故 知 SE PRALNEGA, es] 


tas. ar. WEE. 
注目 如 对 正 项 级 数 有 了 wu oo 6-- 样 ,对 


-ARET rv. XL CO xL Eun m DICIS, o suu, う ) 。 有 


= 7 


- gg. oan v . 
SVEG | PMS ËP «T ooo B.s. => j£ ~~ の 2 
1 E ' 


OHARRA E i 1) 车 满足 Esup ご oo, ME 


eE BEA EAE 


ve elo oo 8.8. ーー Me. AO aS. 


LI NE 


IU LL | で a. 3.《 见 定理 3. 6-5). 

利用 定理 3.6.2 及 广义 Borel — Cantelli 31 EG jl 3.3.3) 可 
MB SLE ADU COUR 一 条 件 三 级 数 定理 . 

定理 .6.3( 条 件 三 级 数 定理 ) BE, S SER 1) 是 随机 序 


A|.O0 xZc- const. 今 


= し (| ej p w., 


A, 9 YEG- sm ロダ ェ ロリ 收敛 | 


まこ 1 


A. [ 3 Varr hin] 7 a0 2 ec] , 


点 一 1 
A S A AA,B 7 [ NT 收 化 | 
1 . 
则 有 AC. a.s. 
说 明  dRRAC Bas RPA B) 一 0;[ S EKA] 一 
NELE eed Var] 2 ELE- EEJ S) = Ec? |o 
[ | は ! < 


一 REJEA E EO 全 
,| 096 


一 Er. Een 7 


c = 表 5 在 cc 处 之 截断 . 易 见 A, = -[M Eler I sl 1) 


«D eo] RAAT "m" デー M SE]. 
+] 
证 ox mxEYUC ES. 1.10) 
Mi Pags — EG nasal s 0 oH ZR 
Hisg 383.6. 2 得 , 在 集合 


"77， 





AC No Var Edosa FeDe ML EQ LA の で ma] 上 


k=l Rl 


Xe acad. 


由 此 可 见 , 若 
EG edP QD as dE. 
则 有 
や ae a. S, Il SAC, 
即 B 
QUEE 于 集合 ASA, Ea s BRE. (xD 


在 集合 A, EB SPAJ >e F ceoV MIT X Borel- 
i 


Cantelli 4| PE CHE i3. 3. 3) 知 :事件 烈 { 1S I 9e &zR PAREREA 
RE AME 


Meo PEA kas WA. (xD 
ig SI OKAR REGAM, n C 0. C8 


YVE 于 集合 A4 上 a.s. 收 印 . 


k=l 


即 ACR a. s. EXE. 
推论 3. 6. 1( 随 视 序列 级 数 的 基本 收 伍 结 沦 ) EU 
1) 为 随机 序列 ,PE (0,3, 则 在 集合 [ ZI も ウマ oo] 上 
j £t 
や asd. 
说 明 。 当 处 之 0, 又 一 1 时 ,推论 就 又 给 出 了 定理 3. 6.10) 的 
证 “ 据 随 机 序列 级 数 的 收 敏 判定 定理 一 一 条 件 三 级 数 定理 ， 
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具 须 证 明 : 
D^ [SEGA Ig, で em] ビル ッッ ー ュ を 3 
t=1 
(其 中 A; 定义 如 定理 3. 6. 3). 


dT 
PUEL T 687,42 = EC: Ee sali] 
il) 
<E| uer "Is " no | 
= LEUE, -Ipga Fana] に JEDE IZ, ; de 
因而 


や ps テー) LE DEHE Fan] CD 
zu c^ £3 


f=1 


X 
LES cie isa 157-32 | xz EC|S | et a) | aci 





| | ile 


MP. Jes ag [n] 


= ce EG] * EM 
ec E |^ ] 57, 1). 





前 


| MEGA oeal Dae 2 D. d- (まう 


k=] 
[OD :对 27025 UE. >l; 02 8. pE (O11 € (0,1 Sr x 
1 
最 后 ， 
Vart * Ire (F .1) 


ーー 


< Euge] e g| | |・7 。 ココ | の | 
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Ree[ gjj [i eene mme a 
[(35; 3$ rE 0,1] ee co, s a5 x^. ARR 以 
Sarti, - I- £l s 12 XC I EE S. 1 て *。) 


&-1l k=l 


Bx OQUCX DIC DM DLAGS1,2,3). 因而 





DC AAA, C B [NEL kA] 
urs. 
X TOR GERE BI GU. HRAT A IB Ro aE. F b RUE 
MERARI EER H R X. 
定理 3. 6. AC OE HE PUR CASCO VE E TRO. MEREL) 
[ETIN 
DELLLA DOR ass. 


Rp D2 [EE p<], B S > [S28 ear] 





GD 若 户 之 2, 则 对 任何 满足 条 件 3a «oo 的 正 实数 列 {as 


DA TS aE, omes Bass. 


证 Docsi A dE;IeE3.6.1.2c6 4 BE ub AL IH E IB Lp 
BUE. HEIS3.6. 109 BED. P4 fl Ab c UI op IR HE CO LO3D 
AA PEERAA PISPA E o t DCOA(G- 1.30 ,不 必 青 证 . 只 
须 证 PC. A, 

















注意 B Resp OM RISE ECCLE. 1)—0, Bd 
ni 
EQ ie ーー EQ, ue - 
p dit d 
ECs scb9 3) 一 LEG, ibm. a 
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EL | 


4)」 対 un COH rAr. Mm 


eie sel? xD Léo acid 





k=] 


«e NEGEN ZD. 
由 此 知 DC A. OHE. | 
GDE WE EA F AR B sr 


DCcD' 





ll> 


DE CE | 0 m o) 


+=] 


CE A [SEI D eC B. 
ま ー ョ 

B'CB,B ERES. 6.2, JR EAR. 

D*CB* 可 由 条 件 期 望 的 同性 得 出 (定理 2. 2.40600 p772 
(oc co n as PL Bc 

E* QEP Z 0 Ze ECI& |^5 7, = EGRE. 
于 是 D'CB. 

fü EH DED. 这 可 如 下 进行 ， 


[E* ( |é | “| 有 = […」 * [Lco ap 十 了 [seo 


" 1 
sa da ・ (ビュ | tlg 


k 





入 


È 
人 bt 207 leeis 
—£ ü Pinus 
=a aj * El GAK Ba gi * ES 


XL Tai : ECIE |^ |o, je 


由 此 可 知 : 当 Sa, o9. Bal Edhi 37,0 « oo BESICÉ 
1 


$=] 


SEGA E) < oc. 


k=] 
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即 在 Na < co Bj di p.e DOD’. 证 毕 ， 
1 
注 AE E oxc Ww]. xj dh ox: X (Lo. z- 1). Kod 
NIEDE IHR T ecoe Gp p 2) f | Yes =E -随机 
T R SAE E E‘ Jof n xo AFERE Tap: 
ERIE LTE - EDLE P127, 1] A I A A UK H c c CHE Das W 


a Eu exa US m Hox 2o B a $— os) 
1 


3.6.3. ERZEAREN BOUE SE EO 





3. 6. 2p 8 P] e Ac OM Iti BL Fe 0 Cox, B0 35 Hp 90] i n tE 81 Bj 1 
的 情 次 下 ,讨论 在 怎样 个 集合 上 上 村 应 的 Bf LIT SE Pc iC 9t LIB OR 
EE FR BERIME: BD E. co ERIO MACE BATEN 集合 ? 现 
在 我 们 拟 对 黄 善 序列 施加 -: 些 限制 ,考虑 这 时 的 款 差 级 数 的 收费 
集合 是 什么 , 换言之 .3.6.2 只 考察 了 随机 项 级 数 的 收 人 第 集合 的 子 
4E .xx Hr NU ER Y epu SE rom o SR. 

为 使 行文 简洁 ,引信 下 述 记 号 : 


GOE [> Eca], 
* を (この 人 [| Me |«e]- [> 二 政委 | 


DA TER, ,J J 

















WOES A^ [ > Var (Ges supp a (deos ]. 
1 


(E. 57. BIRD) Wy WkoX5 3j. d ny n] 4h JT OA X 





(S, — MEE, LE | > 属 不 吾 自 明 ^ TR AEEMS 
l 
定理 3. 5. 2 EsupE |S, leoo, M 5E (E — 2 a. s. 
Ut SD $3.57 $9 Austin 定理 .这 里 我 们 是 从 另 -角度 来 理解 


2 





与 表达 的 . 
定理 3.6.5 d; E supico W € CTLE)— 6 (D) ). 
"ul 
证 ouk 6 (o — (0. 旧 定 理 3. 6: 160 80 E CEO COE (P 
PHA E sup. EL oo, A ERR 6. 1 CD S € CP) Coe CE. [A fi 





V CE) UH). 
Bub ECES XU. 由 定理 3. G 2 知 (OC E BA 
HHT E super «Loc iE VOCES COS C). 8 Ub o E AO Co» 


0. 














nin m]. dA chi 
leo, Mie = A NM. 
APTA riin- mti. h T 


T = 


EL, Mee gy 0) PES o ECL, n 
& | 7 


SE D hea * EEL, 1)) Np EG 48 E. UU] 


el k=] 
N o ~、 E 
= NEGI op PENA -hen 
k. 


= E lim Y Ee Fog = = mg る 


tt LI 加 

= mE Sal 一 | lim ES 一 limE(6S,, 214 
k- L 

= lim TESE, n i 十 2E£, Aa 7 Sika RE E&..) 


一 lim [ES | ER, ] x lim G^ 十 Esup,£2) 

一 € 十 EsupQ48; «Lco 
[CD e EL I—0. 142p E (S — 1 us (2)、(3)、( で )。 单调 收 
BEMA (2 2. 10s (5). 0H ssa ETRAS EU n] RGB REI REL 
为 EXE Hm な (つき han) = EUN S Tau] = ES 


e PE 


(5 ) H E CE, * S sal )— E | E t Eas * Sin. a | v L ) ] 一 
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E Sera だ (で 4 に デー ュー ナー0。 邊 命題 3.1.9G). 了 因此 


Palas * Y (ダー PE 人 8.8. y 


亦 即 在 集合 [rT = wo] = = Lsup | | xc] EN EGRE 1) oe 
=l 
s， 也 就 是 
[z = 96] — [supp OEE) als. 
Bj c2 0289 4E RE TBL S UE [sup 1S. [09 WC ass. 
注意 收 人 误 于 有 限 数 的 无 穷 级 数 的 部 分 和 序列 及 部 分 和 绝对 值 


序列 的 上 确 界 必 有 限 , 即 
Alt Ë) C. [sup,u Sal] « c]. 


内 而 有 
省 ( 士 E CV as 
及 
WO E) 一 PE) ass. 
证 毕 . 
关于 下 蒜 差 列 级 数 的 收 和 化 集 台 ,前面 已 月 过 一 个 结论 , 它 就 是 


定理 3.3.3 d E TH. 如 果 有 


Esupzai «oo, BIA 
[supred < ee] C (du E) ass, 

下 面 是 一 个 比 定 理 3. 6. 52& EE 93 09 Be 28 31 E Eco o E n9 
结论 . 

定理 3.6.6 没有 Esup | £ | Loc. Bldg 

[supra « oo] Cc 9 (HE E) — (DC as 

说 明 dim 全 sup る | PE sup£i. 因 EP = Ep Tupen + 
Emong co 易 得 Eg Ep Ipen Eo o GRE RADO, 
Br EAE Rb PE EC E3. 6. 508 38. 

证 中 于 | 名 | 一 各 十 各 , 故 由 E sup|& | «oo R] ft 
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E sup; «2o. 
故 依 定理 3.3. 3C Jg FO 
Lesupas さき 。 で oo ] C V Cu: E as, 
dk R WE 
E(t E)—uQDU) as 
WE ELOTE) a.s.. XP EXE c0.E X 

infin zz 1:|5,] >c}; 
oo,M be) = Ø B. 





易 见 
[Sean :SS OI [E Feud |S, | “Ti sup 18, 1. 
从 而 
supE | 5,4, 一 sup£ | DE :于 人 十 E sup |é, | « oo, 
这 样 -- 来 ， BIER as ^ HRZE1) MN IB E EB 3. 5.2 的 条 件 , 从 而 
有 


コロ 


Tr ] * Ne = 一 Sar Ires] m < 26 Hi xL OO 8.8, 
Bed ke 
这 说 明 
[t= eoo] = [su| S, &e]Cc * (E? as. 
由 于 “ 盖 0 为 任 取 , 故 由 上 可 得 
[sup |S < o9] CE CE) a. s. 
MX 因 《 兄 定理 3.6-5 延 明 末 ぅ 
OE E C [sup|S,]| « vo ]. 
r=] 
合 此 二 式 即 得 
«(E C VQ) ais. 
HE F(E) a.s.. EXE AE EE 6070.58 X. 


| uli Een 
g 一 


eo, ie) = Ø Bf, 
HEBRE FA 
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{11} 1 一 1,2， 
zE | 
& A fua En l i0. zl 
ED XR. Ta] — Elda ii kzl. 





h T に P 
ESEE] = MEM LE 2S1ECAI Ioa) 
ょ ニ 1 E=] R1 
= 2Eíi Jl * Ipzcsi) x 2E sup|#, | TL CX, 


Sip as. 
上 一 1 
从 而 有 
NED 收费 à. 8, Cx 


:= 1 


又 因 对 每 个 nl K 

a . A. 

2,8 "Te 一 > 了 > $i t dasa] 
i=; me 


dn 
= M--Iu 
Å- 1l 


aA ni 
^ ET と E 
= y $i T Elan — $&* Ins 
+=] 
mAn—. 


= Y EH us fies 一 Et Fosa 





£u d Elus — Elia 


— NM LG mà. Cx) 
放 得 
『1 


で n . . 了 . ` n a . 
ESI GP = Elim 1 div S im ED di 
Z rm a——9 kd 
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i21 


x tim E 1. - zc ， 


用 一 ELI 


[c 1 )i Fatou; (23: E [& ・ Ip * E CET Intt] | E ga 3i J 一 
EE hh 135, 01 = E iE Cre J QE CE ug | SE, "E 一 
ELE! CS. Aie EGP YS Efue — ELE CD E EID 


GC D. Mri CBE CEP <È CEP)? sup Cé re (EP yn) HT 
得 


Esup(E? )? «26, Cx.) 
az 
MBIGPY o as Cu) 
+=| 
由 于 ( x* D.npXr Sha yl L5 97, 6 1 HES. 6.5, 得 

git EDY = EY — g EDE, (xu) 
MM ask. (xu) 
+=- 1 


侣 (xxD 得 知 





x (D p ES) = Md ーー 


k=] =l 
二 > el a. s. fce. Ter 
[C5 Jr BEES Iesu. ウー を ディ うー0. 】 
因为 在 [ec = œ] = [Xs ge JEE 3S1 a = Ne 故 
OG) 表明 
在 集合 [ Ese] in a. s. KM. Or) 
T COMER di Cod 
ERALDIS <o] ENG as. 收 全 ， 

















即 
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ise. 





QI C OTT E. 


为 方便 查阅 , 兹 将 上 述 结 沦 列 为 表 式 : 


随机 项 级 数 收效 结论 一 览 表 





1 为 


条 dt E ie k E 















































3& p t. 90 Esuplf, |^ vo. p OS Scd 宰 て 1 き | の 一 密 て | "y CM3. 6. Idi) 
适 随 机 列 PAXLA rad 定理 3. 6. 1i) 
适 随 机 列 ゅ (0。1] geagte | 推论 3. 6.1 
EI NN 
TEELE Qem const EENE 定理 3.6.3 
CoD 
= 1 1 
Weg s) peci.z] EEDE (LE) 定理 3. 8. 4C 
PoR 有 ac 
ez v âi - w*Oelocecem 定理 3. 6. 4 CD 
Mab $ ECGE I| 97, toc 
LEE supE| S, | «on WO) Qa s. 定理 3.5.2 
FLES 
[-E yi Esup,z fieco ー 定理 3.8.s 
EE a ET) 
[supi <=] 
LoS] Esupes,|£ | e az 定理 3.5.6 
上 EEEE 
FF E supë% eo [supS, co ]C € CEE 定理 3.3.3 
; z 
s, 全 うつ を 全 CeCe, aet E 15,6 会 CE[Z 97, 1] & 155 
1 
"os € 5 (Vae, = ECL — EGIS7, EZ 


ji 
AT Bas BPA B) o, DE]: 人 


[Ds wo]~ [13:60 c] 
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S3.7 商 差 列 的 強大 数 律 


引 理 3.7.1(Kronecker)  dt(a,). (5,5 P SEC mos, oo. 


Sa 
若 > DES WI 77» 0 (102. 


Ws 
S OM "0. 


则 
Pap, — 9G, — ALO5; = SA; — 9A, ib; 
1 』=1 1 L 
u-l "n 
= Ab, t > 用 — Ad, — NA, b, 


j=l 


ョ ー1 
—A,— Ad, 一 MAG bp. 
j=1 


E OV a 收 化 ,可 记 
>A 5r am 
AIC joan の in zz 0), 


并 取 
an = A, 一 一 Ag. 
于 是 
A 十 4。 = > 一 oc a = a, t Àj — 0, 
ivo 
ASA, 


a azl 
Djab; = Afb — Alba, + YOAJ (ai — 5) 
1 +=] 
H b. ER Ex px RHS 
à Map = A; E 


n Il 
^ do wn aQÓ. 2 
A; + b. 22^ (ちょ ュー bp. 


Cx) 
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XEM e 0 (HE Ta) ALERT DORÉ m OX. jn 
1 
[A; Fe. 易 见 
— elim Ar; —5) «lm ;- P (hi b Ce. 


a p= 


Mi CB 5,7996. A7 0 BC Ouf 





— EX lim jj m < lim テ PODES 














Ej e>>0 为 任意 , 知 有 (在 D) a 収 備 ,0 ご oo 時) 
] 


OAT (Q 0 23. (x. 
对 收敛 级 数 了 ) FAO 4) 结 论 ,就 得 
1 Mi ay — 1 ME 
b. コカ クー と ンー S c tn 20). 
ub. 
注 该 引 理 可 简 记 如 下 ixbo-h eos 





ーー ーー = of1). 


定理 3.7. 1 "e R-BESLIE AL OLA d co a. S. 
GERE £e po kal) Je M OLE S1 0 ezz 1, Bl 

















DEUM 
— yE Í — | V, ne 0l l t7t 
T 9 V Ec]; did 3E NO p, DU 
I B. し 1 4. S. | 
i E| | 一 a a c0 ョ 
| z | 7. E » uu 3. mun | a. 
GDA 5 ORE) fée Rn L2 eoo VT 
| や | Ša! ^i » | | S, as | 
iau $t Eu) Pe < I O o 





其 中 a0 ' Mace. 
i=l 





证 CO BI C, I, R21 1 JU BIOL RR A E RE IB S 6.1. A 
而 用 引 理 3. 7. 1, BUT. 
GO T p E A TRH, CR CLIE D MGE JE RR 

















P 1 AA. pO HEGE JH AE ER3. 6. 4 CO '3 3| 83. 7. 1 Bp 
可 . 

GDA E s, ce Ae ME AE S. 6. 4(00 5351 283. 7. 1 
HE HE. l 





B RISE BAIE S 3.685 Hiba A a Kronecker 9| Ed SA 
E.T 25 dn ps ge Ke ie. 
定理 3.7.2 iE (6, Z kl EA 2E. EXE LL ood 








E|£, 
Y £I, Cr 
+=] 
x 
25 
Jj Sa = -一 LM Ü {n= oc). 
Hn 好 
k 


证 在 定理 条 件 下 (S = MS, eIl E LU 国 此 対 人 


Xt k=l. # Burkholder PERCH (3. 4. 150. IB YE EAR Pg 2 pz 
2> DA E COUR RR 丁力) 可 使 


E|S, se lg = CEO EY 
zc T 2 (x) 
[cio H c. -不 等 式 ， por M |a; |^. ] 


PEREHDEREG.4. 163R (3.4. AD n Rr eb dE TR E Bb oS, — SI, 


Lun kn 随机 序列 UL っ 日 当 


E Sg BOUM A 


AP[ max 2 宇和 YE 


对 任何 40 成立， 

Aj 3E f; PER COE ERS. 1.80 CLSL [^ A n SRN 用 此 结论 就 
得 
et? ` PL max CI? ly Ze] = er. P[ max IS." 


2p 
nxlExX M mR N fa 








z= e] 





EISI? | で) EUSI? — 1, [n 


Eu | 
C n Ee 


点 一 口 十 上 
N-—1 


E|Ss |" 1 
| E|S,i?^ 
N? ! 220g i4 ysl* al 


N 
sc * SEJE]? ポー 


に i= : 
n N” + ir -gpp 


: usn) (9 
ECHO 2.1] 
X Xj C* OA Kronecker 2| 28,18. 
DEl |? 
im g = 0. xa) 
注意 了 连续 及 (x 0), 对 Cx;) 取 N 一 co 的 极限 可 得 


Er. P [sup A zm <] 


に ゴゴ 











1 p 
«c Pe ups: Xl 


- 4+1 
= 2 ぁ ・C・ Yep テー ジー dx] - SEIS 


i21 
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enc Tw if El) Deals 


k n EL RU 
EE b 

pC Macs? EE (xu) 
da 7 一 - 


但 因 


ES + a - 

全 2 > 1 - M E > Yi 
> EE 五 | 所 .3 一 Ej. k tett) 
£—. i=] i=: k=| 


=E” gin + DEIA” Xk {a1 2) 
: do. 

















uy 1 1 

2 で zh * ーー 
SM- El It + E&I?» 1+p G-—1* 

2 gp 1 )7^. 1 
=M -Eli r+ YER” ET | 一 | "gc 
«M - EJ|£ |^ + M EIEI” + a 


DEPO d 


c w tā 
k] aj 1 
ZK DEIRI? ' 3v Zo, 


【01); 用 级 数 估计 式 » 


-ur 





cl . Lo. (I [9].364 Ho; MH 





qe 


git? 


2--p2287-1. 故 > eM. OR K —max(M o, 


(3): 因 (* 因而 对 人 *5) 的 右 端 有 


x & 
lim S 14-77? - S E|& [^ = 0. 
BUS bom i=1 

于 是 得 

lim P[sup iod 


一 ca 


= e] = 0, HEBR e> 0. 








而 这 正 是 2 089 —^ JEEP PEG]. p. 660. WEH. 


it 由 本 定理 可 知 :对 款 差 列 { 1f eF ,,BZE11 H XE YE ko Bi] 
有 





E|g&U* Se ARO > 06.8 D 
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Sg 
€ gos. 
(i dy ARGE CRISE 1 — €. 


83.8. MA Pb KEE 


自从 Lindeberg-Feller 中 心 极 限定 理 于 30 年 代 完 成 后 ,人 们 
直 谋 求 得 到 非 独 立场 侣 的 相应 结 时 . 蒜 的 中 心 极限 定理 研究 大 至 
十 六 ,七 十 年 代 完 成 , 尽管 时 间 跨 头 不 算 很 天 ,但 取得 了 大 量 的 重 
EROR. RT Bd ox EAA LU 6205 he FEBRE fs RE e ESTE PER UE 
户 污 前 能 从 中 对 这 类 问题 的 研究 思 咯 与 方法 在 所 了 和 解 ， 


3.8.1 稳定 地 依 分 布 收 各 








如 所 周知 .独立 场合 的 Lindeberg 中 心機 限定 理加 下 . 笛 3, 
wD —30 48 ipa.vo.sm 


| CE «Axa 

若 Linderberg 2& fii E : H3 — 91 77043 
lim EE [eoe = i, (3, 8.15 
WOES pid 

则 


Pl UNES 去 了 | 一 了 一- PY rER, 


定理 表明 ， FEG. 8. D E r. v. PEF] iS u‘ SAn nl A 
HaT OGOm-T IA t. 

EOR XT JE dd or in BEILE E a E E, A f dde mE 
BE PL Æ d EEUU. USE DERI; Lindeberg J& FEE fob WE Xr up 22 Bà 
TER PEEL f IUBE TK Ap dp OEE BEC a P o 7; o die 
个 特定 分 布 ， 

这 里 序 说 的 , 比 依 分 布下 敏 为 更 强 的 收 笋 方式 , 即 在 讨论 鞭 的 
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中 心 极 限定 亚 时 ,人 人 们 广泛 使 用 的 稳定 (地 依 分 布 ) 收 项 .要 术 解 这 
— B Sk MER TT : 些 有 头 收 狂 概 念 略 如 问 顾 ， 

明る る BEO .PORIOR AD [LBS r- v. ppn WER 4) 
REW JEPE PAO EE (6 29 EARME EF, E 6.5 W 
d. f. 

EXI 8.1. OFAR E BU (E—GU8 ELSE .连续 函数 ,有 


lim | fde, = | fd (3. 8.22 
E R 


就 称 测度 pa SIAF po VEE i pen 一 テム 

GDA PE, EPE, pie fe 6, es. 

Gi V x€ CGO, f Fr) —FGr) Gio) BER F, gi dir 
SU Fafe F, >F, 

RTE RR DLH -个 概率 测 魔 jp 可 以 引出 一 个 分 布 
AE FCS ioo EFG ;反之 由 个 分 布 两 数 下 , 亦 可 
《 借 同 于 测度 扩张 定理 (定理 1. 7.10) dE R. Et Ak -个 Lebesgue- 
Stielties 测度 . 而 分 布 函 数 也 与 特征 丽 数 上 之 间 也 有 1- Dm 
系 . 避 此 相应 ,它们 的 列 收 化 之 间 也 有 对 应 关系 . 

3|283.8. 1. Wig nc) R ERREA, Fa し 
ifen lja A ROGE I d. f. 94 5j c. 1. 394. IT 3E — 2E hr. 

(① 有 太 上 的 概 率 測度 ,能 使 uu ーー テム 

UDA REB RS FL GER 一 > が 

GDA RR 上 十 0 点 连续 的 复 值 明 数 六, 能 使 对 每 个 ER 成 站 
fF. f). 

且 这 时 请 .六 分 别 是 ge 对 应 的 qd.f 上 

证 明 . Mg CR. [6 ]3& 4. 1.3). 

定义 3. 8.2 WES nce 1 ERRA HI COGI LPO EB r v A, 
ZW ACOX.OGAE R ERE GO .A) 满 是 有 界 . 非 降 . 石 连续 
& Jim GG a) —OL ik HE dfi GO AD BE DUE (quasi — ) 分 布 函数 ,q,， 

















«ir 
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d.f. ] ,能 使 得 
(0GGo A — PCA); (3. 8. 3) 
G) 対 V x€ CGO A) AlimP Sr AD —GGe M, 


(3. 8. 4) 
Wig iS, nze1 8x8 Bü stably ik r5 Uc 9i FE 4r 45 d Er Gic TE 
S, ŽAG, (3.8.5) 


s. d. _ 
注 1' 显然 一 > 时 .有 已 (32 人) 一 CD 分 布 盟 


EO. BIS, >Se(Sc RGO, MOA d. £l rv 3( 故 此 .稳定 好 
A 5 6 Msc dt EE DR Ar a c M PRO 
2 BE d.i. F 可 使 
Gtx, A) = FG) * POD (3.8.6) 
对 于 Y ERY AEF RE. WEES om 1) REA RESI d.f F, 
iE 


m. d. 
5,— F, (3. 8. 7) 


3 RXS ERRAR GC,…) ,如 果 满 足 ， 

1) 对 每 个 rER Gir, OA F LAME; 

2) 对 每 个 AC .GGO.434E T ES ARE CCco, 
4)ー ア (4) , 就 称 G 为 混 含 (mixing) 分 布 函数 (m. d.f.). 易 证 定义 
中 的 G RG Cr, A CEP Ez AJER AC SE m d.f., 
因此 定义 3,8.2 中 的 5, REIRI T a. d. fG J& m. d. f. P G i6] m. 
d. f. G K Se. 

下 面 的 定理 说 明 ix Ah a E BE X 35 (6 FAR E PR CJ 
BaBa. 


定理 3.8.1 OPS, SG, WHR EE-ERÉEAREKYF 
与 任 AC US 


lim Ef (Sa 一 1 の egs.4)」 (3.8.8) 
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(i) 反之 , 若 对 每 个 ACO OE HT rn Ok E k 89 LEES RC nC. 
A) ,可 使 
lim Ee?» e Ja) = gA) ER (3. 8. 9) 
Hou mp | 
S, —G, (3. &. 5) 





大 中 で 由 下 式 米 定 
[Gd = gus e Re. (3.8.10) 


证 OX PD 0,8] Br (3. 8. 4,03. 8.40 53 C Pt d ee dE E 
Tzon AH G(*,AD220, A, m 3. 8.8) 成 立 。 
A PAY, 此 时 对 每 个 寺 定 交 Gi r.A)— PS, Zr A), xE 


RACS, CS. 8. 50 B SE HE, ER C3. 8. 32, C3. 8. 40 B] Icd. f. 50 
(GC LA) . 
RM 
-A NES mE] 


EftS Maf PCA) 一 | Fix) 








EnD ENT ) cc 
I JR BI C3. 8. 8). 

QR 4 どど 満足 ア (4) 一 0。 能 使 (3.8. DRE. 则 其 中 的 

A220. Kui A C3. 8. 100 8 B É GOA 020. 3X o C. S FAT 
2o 8. DIG 8. 0. A I E C3. 8. 5E 

如 果 ACA HR DPCAO)IO0.RE HECSL8. 00 EE E UU) c. £. 8] 


Les 
LPC eub) F mr moc tni SUE dE en ORBE AE BS EUR C g(， 


Av PUD AEG ag 8251 183. 8. 1 E TRHY h d. f. 1 


POS EL v. AD/PCADn Z1 38 i Siri d. f. GC, AD /P CAD, BD 
G8. 40 Jj sr, Hot Su zm G Hp O3. 8. 100 "E - a ig. tne deck X 
3.8. 241. C3. 8. 50. ur b. 
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3.8.2 随机 变量 阵列 行 和 之 中 心 极限 定理 


人 人 條 r.Y. 降 
到 , 令 


S. 一 Ne, nc 1 
是 其 诸 行 和 , 现 善 手 寻 求 满足 
S, -5G (3.8.11) 
的 d.f.G 存 竹 的 条 件 . 在 实践 中 ,人 们 特别 对 GC—90)0 89] 8 JE Cit 
时 称 13,2 之 1 服从 中 心 极限 定理 ) 感 兴趣 . 此 处 对 一 般 的 r.v PE 
列 , 给 出 一 个 形式 上 也 很 一 般 的 中 心 极 限定 理 ， 
引 理 3.8.2 dE R EH S IB BRE r(z) 满 足 


= (1 pirje T, VER; (3. 8. 12) 


DI s; [xp]. oMgxbzI lH. (3. 8.132 
证 YE roD pi tild ER. AER p,q 使 r 符合 要 
求 . 复数 1Tir 显然 有 下 述 指数 表示 : 
1 十 这 一 人 十 grece 
代入 (3.8.12) 得 
本 一 (1 十 22 . gli EVER GUO artana 


gx PILLE SR uf 





a. 2 — lnt1 4- x?) 
pr) 2 ; 
qir) = テー arctanz, 


d 
由 于 nAth Sa 5 pesa Od € 70,1 。 可 得 a RE 
有 


o < pco « VT, 
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XN arctanz=z— ben (对 zr€[—11) 8 ]x| sup 


3 
PLESI < 
从 而 ir) m VPF S ac 8 Lr [s VER. 
引 理 3.8.3 WE r.v. 9l nm 1 NE sup£ jq, | <. 则 


GE RT 39€ L8 


limEz,I, = Ejla, A E F, (3.8.14) 
Wixift—-85 IC xLC ass 的 rv. 有 
lim Eyt = Est. (3.8. 15) 


GD3S E, ——0. RII gE, ——0. 
证 m CF O8. H0 ELsr tk UL TE fap n HR | CD FOE Da 
(3. 8.15) 亦 成 立 . XE E ELEC ass. 的 rr 合間 — (o tC) | 
xzC) W- xz 8] A — 8B 18] 86 s C (s m1 h ,使 得 对 OS w 
一 致 地 有 C. (uo — E (e. CF RE XE V 60. 1.3 m 充分 大 ,就 有 
It) 一 を (eo) e XI- -U] exc P p vr MUI 
[EG 一 DE| = (ELO, — DE — Em + £2 | 
x EG, Dl ED ーー 
S Eh — Di] Her supE|,] + eE|7]. 
由 前 述 知 lim LE Gf, — 706. | = 0 f n 充分 大 時 , 上 式 左端 志士 
E |9| tsupE |a|) «e. 而 以 < 任意 ,Gi) 得 证 ， 
X E 2S >o, M> RIIE 
PORE | zm POLI Eep] M) 
cT PORE 学 h] z MD 
x POLI. mug]«M)-PGGu|zM) 
< 








POKI > Xp + supElg,U/M. 
nzs1 


supE 7, | p 
由 此 若 取 充分 大 时 使 一 和 过 6 而 由 六- 一 0 可 知 : 当 ” 充 分 
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大 时 有 PC I0 2e. DA e 任意 。 得 と 。 0. 证 毕 . 
下 面 陈述 一 则 中 心 极限 定理 的 相当 一 般 的 结论 . 
定理 3. 8.2 说 1 过 RS 名 之 1 是 rv 阵列 ,oa 是 一 个 
v... 对 每 个 4 之 1, 记 


5, 
A B 
$, 一 > £a 5 
ォ ー1 


» 
^ 


m S [EA H Ead ER, 
=l 
如 果 
P 
max I l — 0, (3. 8. 162 
La p 
oh, È N ELM v (3.8. 17) 
$=] 
対 V AES Ev t€ R, 
lim En, GI, = P(A), (3. 8. 18) 
JS SEA LC ROGO nl) — S n[PR Lt 
. sd. . 
SSG, (3. 8. 19) 
f. Gdr, A) = Ee E ep, (3. 8. 20) 


证 对 er HEC, 8.125, 则 对 每 个 之 1， (CR UR 


ets = IT - = gü-e Ë. Žad, a4) 


f e T と 上 と の, (3, 8. 21) 
Job GORO [A ea omo ud] P om] 
ERR HC EON eO sup < X (3.8. 18) 表明 
(3. 8. MO fü 2 —1, PE IRE ERE LC 1 eg と ーー gs ma. 8.3 
(有 
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mEpo e Ei eT YE mae s. 
(3. 8. 22) 
注意 到 Y 的 性 原 当 max is 时 有 


+ k t, 
| Dreh | 3I IR SR HII One ID EL 
mr 8-1 RES. £1 
epo P P 此 PF 
MX(C3.8. 160 £3 C3. 8. 172 ZR SR CA iF: i —m4 4. mg Eoo 
£3) 
ts P 
(max [2,4] * $6, — 0. 
PEE, i 


Aid i np fd 


& 


n p 
(の — 0. 


b=] 


此 式 忆 43.8.17) :起 ,又 可 推出 





e xy (ret e ge i + ü. 
IE I6 X sapE ir, | «oo HB S B3. 8. 3 0 f 
LG) ーー0. 
[B 1e nzed b E—q D e T anzel)H — o ELEC GO 


EE | —-0. 
pi gre n] A, 
limEZ, (01, — 0, V A€ F. 
此 式 与 (3.8.21),(3.8.22) 一 起 ,就 推出 


lim Ee Ta = ET + Ia). (3. 8. 23) 


而 据 定理 3. 8. 1590, (3. 8. 1909 ER C3. 8. 20) 所 确定 的 混合 分 布 函 数 
G pE3r. 让 毕 ， 

注 ” 1” 这 是 一 个 涵盖 颇 宽 的 中 心 极 限定 理 辣 论 . Fe 04 X 
为 常数 时 C3. 8, 20? 就 确定 出 
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Giz, A) = PIa 


AA T 4E 81] 85 dis EL A 
m. d. 


$, 一 (一 )、 
它 比 初等 概率 论 中 的 结论 更 强 . 而 且 不 排除 二 0 的 情形 (此 时 只 
ERE 外 ( 古 ) 为 概率 全 集中 十 原点 的 单 点 分 布 的 d.f 即 可 ). 
2 Wo RE r v. Vf 6C) 8 oC FOR SE. 则 
ge = | [magar o) = || eager) aro 
= |e FaF) — Ee 县. 


此 时 由 该 定理 及 引 理 3.8. 1 推 知 : 














S, -, et. 
称 aC 对 应 的 由 上 为 标准 正 态 分 布 的 混合 分 布 的 df .而 称 上 上 式 为 
S. fk ^r fn dic SERI IE ro HR. 


3.8.3 平方 可 釈 戦 善 降 列 行 和 的 中 心 概 限 定理 


ERAR aal, ino Lay bes) de — p OR PRIOR SER 
PBP RI LSR KAn A EQLGÓ|OG7.a4 一 0 约定 SU..— a£ .ODX 
Xp RTEA nl EAR 有 

F aa CC La. (3.8. 24) 
BEER PESI {Ene Fan SRSA onl A — T PRÉ BEP. SUE e EL, 
EA wp BE mim moo eggm. 
定理 3.8.3 Bifu VISUS nzlbE LEBER], S 
EJE ffi r. v. XE C3. 8. 160 5 (3. 8.17) 成 立 , 又 
sup(E max $2,) «oo, (3. 8. 252 
则 (3. 8. 19) 对 由 (3. 8. 20) 所 确定 的 m. d. f. C 成立 . 
WE 对 每 个 nS IKESA e 
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k 
aat M. 
并 约定 as 0. FIRAFBITEUESI: 
第 一 XR kas E rov. BMA CDU 使 
Pic CC ュー1. 
A ECL. na, EAAS” S 
£a = Lm * "o nC c 


点 
u 
TE 


ォ ー ト 

则 有 (注意 (3. 8. 17)) 

Elea 。 Ia) Ele aS, "A ) | x E le . e^. | 

— le. — es | 一 |e 
5-3 pEIS*S EX 


«2. PES, v SD 2PCU LE デコ) 


«PC [ュー 2€ < Pou, > 20] —À 0. 


故 ! 由 定理 3. 8. DREG. 8.190, HAB E C3. 8.23), ifi h IEA, R 
须 证 





lim E(e'?. « F4) = E 3 + Fa5. C») 


に に 


HEXEHm Hd CB gEocexC.hkG 8.160,03. 8. 172 E 

















BOREBE DS HE SE. PLUG E GE 133. 8. 2-900 E C s FLUE 02,02 
ri 


会 ]| asking 
点 一 1 
mE *I1,— PD, AC S RIER, Cr 
EATER, UL GO m1) —- SE n[ RR. 
XA nl S 
T, Š k, A inf{k:1 k m 2C}. 
显然 ,对 每 个 nael, kks 
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E [O05 È T T. z »u 
Ek Es = Sut Pe Lt) 
LE aH È ss D 
Bon. 


[3 
a 


opo Ja +e žo = [La eg Lm 
uu n 


(1 て だ TRE = a TEL) . ia 十 お が 
I 
EI 
2 | 
za uc だ 5。 う He + = (] -+ rE "E easi 


m Og. max Ejo ey, ncm]. 


[ESIA a 
Loma J 二 1; DA eStar. ] 这 表明 (注意 (3. 8. 257) 
上 一 | 
& 
sapE! 9,2 |! « o5, 





从 而 ( 据 习题 . -,17 或 附录 定理 9 有 176) onze 1i 一 致 可 积 . 网 此 只 
须 证 ( * ;). 
我 们 首先 证 :对 舒 个 mel A 
lim E 2,01, = PA), t€ R. A E aa C. 8. 28) 


AiR I uw P ak 8] BD LE, BY Tao LASAR 
1504 E B 38 E i, H C3. 8. 24149 Bi. M Mu Å S kn. 
HE CA &, AOBA nT mik EE ET likn T JR BH AC ma 
知 有 ACA (DF a DF na) MURS 

Aa 


ERO h = Eh Tata 


&-]1 





" 
TEE A FRED Aga] 
Aa 


= Ei. i GERE ED + i EV VELIT 


DIO s 


Sod ーー 
= Ee TH tié. l= 
办 二 | 


k 
ー El,- TI SEI 
$a 


一 EiT -: 1 + や C) ` Ëa tot c Eu |} 


r= — 上 
1 D 


= PD > GUY S Eae Euu tda] 
Vemm 
^ MAER. Cx) 
因为 
。 
| 
+=1 


h eL ED. 


k ` 
= >， IM * b EE iu を | * I. 
r 一 | 


RA D RR, 
& 


«GU VES MN M . Eig ttt mu Ereng leu ls 


i 


而 
。 中 ルー - 
E [£u tc t Gad | ・ Inga . |. | EGC s ・ max | を 1 


1 1 
e &. 
* (OTE max Aol xx (CO? E max je l, 
PUE, Fur, 
IS AC OBS 
EAE an v ero eot [^ E max |. 
Lay dto - GO? (2 一 D -E max | («4 


[(10:8t £,; V 2€ GERI, ODICD 1; 0 m 是 周 定 的 .】 
但 对 任意 629048 
ECmax 1, Di = EO t Foe usa Ct pay] 
xe 十 E[ Cup] 
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Us » . 
ec ETC max ĝi) Es. [ 


pu 








| ーーー ーーー ーーー 
ec | fsupÉ(Crax D ・ į Pomax|£, >e] 
7 ^| al sU, ^ Doa. 





i 5x) 

[cio Hi Hàldec s EE CIO IR (3.88. 160 5j (3. 8. 28 43 X e 为 什 
2A. 知 

lim £Cmax |£,,13 — 0. 

"ox pE PARE. 
[E Ce 2fifg 

lim |&,: = 0. 
从 而 由 Cx 8 EG. 8. 282. 
dX. —eCU ELLO. WEER S AC vL E 
uz] " 


lim E 9, (£4 = PMA). C3. B. 27) 
对 任意 的 AC o7 EEN cm RE RE A€ Hua ,我 们 有 
EROT PUDS ERO HE GOMA 
HERO a PAD ALP EY — PE 
ED トチ am だ Ra — POA | 


SPAA An) 


sap が (の ara, H EGO — PCD) 
4 PAAA) TE 
山王 .> .是 出 域 り ジュ 生成 前 と 域 、 赦 対 旬 人 邊 コモ デ 可 选 
(AVE UA uva omes ER 
PLAS AV —-0 On — o hF). 
a R BEEHC A omt B CO aA- D ELE SR ML E 
知 





supf| (D ・7 ァ ーー の 0 Gn m o B. 

















T Ek). onn m Ha. 8.2605 no oc. gm mecohi 46 WE 
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i3. 8. 272. 
Hr. FFE 
limE Ppa — POCO, YE R KV ACH. Cr) 

«DEOS AERE 9, GO d o6. -RERE RU. (3.8. 27) v 
与 成 : 

対 V BC mE (の あー と が > 共 中 ター1 Pe 8| ER 
3.8. 3 CDM ORE 7, W PU ERE E DL ELEA Ot 4 と デバ 基 
WEIS] a. s. mp 
lim E^ 2,0) ET = EU * RaZ] = Ela = PG. 

















(B P2, GO 2g S0, np 3, c s B 
limE[EGLG) + T417] = mE 3,01. 
Té IEE 
EOP dic dA rv. 
对 于 得 个 CIO. RIVE APOÓRISZARLA,. d 


と Hox I . 
Vu Sa "t dnt xl. 
mE l 





w 


& を 
2 ^N EZ EN "22 " . 
Cn 一 S sa 一 > A I. ] 
à] R=1 
k EN 
a — 
L 1 ^ a 。 
= » Vus | Ip: nC. pt] Ti 2 
k-o f= 
un $ 
Pi 
IN 2 。 
一 > quu Ip a aua? à Vm] 十 mug * In UU. 
f£ E 


Uit sk OBL SE (EL az CI ARAE ER RH Lou oam 
C= EC Ct CT 二 Cs 














严 " n i 
aia 29 C] - Lola LCI (2) 用 到 求 和 公式 la S b = 2j ie. 
k= Dok iz] bal 
A E E k N apd mi. XC. QC] 为 b. J 
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Hg dri] aum A EX RR eia m C]l— [eli 0C alam 
C]-— 6 SEC ai C ]H- n aa aC oia C hA 


È 
, 
7 X —— 7 a , 。 rr ， L 
Sela eese CD Mu, sued 5 CE so 9 
i=l i=l 
a - E ES r 
bpoist Pa, aed pa SEH max fio HLA 


I に 


[m] 


E 


ous 」 uot, 2 = 
> Cr 了 To ， Cd ec] CC 十 MAX Sus. Iu] 
i1 XUL, " 


于 是 对 每 个 nalt oia BIIO fh tT 


2 "E 
CT. ai, n7 Fels Ip xUC]-85.4 
aud 站 a 





SCH max ro Te, eer > Ske de , geh 
TAr Meka 7 n ota 


HeT: RCA ERa” ALA ER n> okt PR TR 
《四 (3.8. 16) 3. 8.17) 及 习题 一 ,23) 得 


H 


ela —— Citac H eps 全 S. 
把 第 一 步 所 证 结论 用 于 LR EE CELL LASS nz) 
A 
并 记 5, S ELLE 
&—| 
aeu 


lim Ee. « Fa = Ee TT. (xD 


B PX gal 
| Ee - Ja — Eea o Jai g Ele. — e" i 


= 二 [3] I3, 


* 
= PU TS E S, D x 2PGL, 2 OD. 
由 此 六 得 
limsup Ee, — Beda m 2PQo* 79 €). (x42 


于 是 当心 是 efe SE Ede Ap 


ーー 
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2 


+ (Eeh eT Ee el + Ee Re Tr 
中 取 acom A ERMA GER =) Ca) 


ar 


limsup| Ee? » 7, — Ee 2 «I| 


PE IC). |Ee 5 .D.— Ee T a I] 


APF 2 C). C* o) 


PH 2 zo aa 
"ett "nh 9 mu 


vla Ee z sja| SE !le 20 ee | 





【此 处 (1) 因 E KR! 
= | au | rimRUDSCLMECH O48 € 





Det bI CT Lec] 
沿 o 09 VE B kx roof AP O I C0 —0(0C 沿 o^ BU XE SE d oen. 
因此 证 得 
lire. Ee e fa = Ee E “了 
a sd. o " . E 
再 据 定 理 3.8.1 知 ,.5。 >G, mGA [Gdr A) — Ee 5 dux 
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FH 





3.8.4 其 他 结果 


作为 本 节 的 结束 .我 们 乐意 在 此 再 引述 5 证明 见 L7]) 莫 个 重要 
£i. 
定理 3. 8.4( 随 机 序列 阵列 的 中 心 极 腿 定理) 设 随 机 序列 阵 
A nl} CBIDSE REA nml sv, ux. 
E, MUR BR BR BLU F4 i2, XE nE RILES, 有 SEL GCSE. aO 
是: 对 每 个 670, 


A - E p 
MPOGES| ーー 
ォ ー1 

存在 €, 0 使 
È 


u =r D 
5 Elft p e] I. 42497 7-0; 
t=] 


' 208 7 


S Mar で きす nace aa c6. 
JEn eJ AE Iv. 
-> CG. 
m GA PUT 来 确定 . 


3E3XH 3. 8. SCIES Bc si] y rp de OEO U PEF Su. 
GOLA ERAS onal: UD SEP Lindeberg 条件 : 対 23] 670. 








_ P 
SE 下 a sa 1E ,出 在 


i n 
" P à ー p | 
n 全 M, ー テ の m$ MEG, リー フリー ーー の 
==: =I 
RTA 
こ e o Rd. 
-ON& ューー テ で 。 
[ir 








ZEGA NM = Ee Ha -L XEHE. 
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习题 三 


1. 一些 者 玩 一 个 部 一 术 均 名 硬币 的 赌博 游戏 . O9 rz d Pp Sip PCR PE Lf 
之 有 等 于 碳 注 的 赢得 .他 用 这 样 的 下 注 策略 :次 次 下 注 1 元 . 赢 了 即 退场 , 输 了 
就 如 倍 赌注 . BD JE HE ER. E E IRL mB AE. DIY os l GR Rf ES RC FE 
8]. amal tta Ya) ERA Ya Faon m E EIE. 

2. 3X oneal Æ mU fi FRI CB XE E mO S alali nlia) 
eC Lua HER EOM XE nlg EE, —0. 

今 





S, ME 
ュー ュ 1 
Fa S GUY PED, 
M, = EG, L|, 
WIE WI UM, VE Lo nz1) RI. On :=0 情 形 即 3.1.3 的 例 1. > 
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2o A 


Bes zb: EE X row. $Ü. 4 al A EES AES e. 


zel:dEdE nov. P- X ER — DON CP scd. € M. 


4. BE iDa En, mo 
昌夫 
Ki an HERE HI Uu. ccm 1 E BESUA LS AEn 


Ei 
* 
S 此 
En 


sh AER M Enp onze Tr etr VER p. 
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6. SES e E de La rp bor TERI rv. 对 每 











E 
E y 「 i 证 BELA, | Eu 


Fiii onal} Ih r H LEF. 4 RR anl ER S 0 A ENGE NE TE WW 


Eao lË EO. IA 
` a - 
Ma = N きす ` eÉ onI À 
ap T 2s 


uL ng CM, dte] oy HL ct H L. XE. 
&. pEHJ Tr E noè lide LOWE GE. 





COIN EA A n m 1) HELL RR XE FL s 
rn" B 


(I Me :— Mer endi LE. 
9. i "Tm S8] i£ vC. tnli AR zd) E) n EGET: xp E EB] 与 


EQ dh 





d^ kon Bore IAA 六 有 天 2 (608 








l0. Wb Y sunm VEM RE JAUNE RR UST SY 


GOW Ux PRAÓAS AREA お し デー ビー ビ 。 nsn. 
QD XE EE AIT didi EYIL.uEBIY.. 6.gmlidGaESEIES. 
LI. HECYL. nuuc l EE AGEG.L.EY —0.: 是 eq OUEBT.IWE I M ass. 


ALE T OM LO. ql] 








EY, 0. 
CRX CEA SEN vn. SEU 下 就 刀子 


-lie 





12*. MILE E UP, nz 1H RUE SERES T Zn. 有 
ーー 
SERLO ESGA. EB]. NOT ER E osu be. [HA RU ss OFERCIE Nelson, P. 
(19700. A elass of orthogonal series related. :Oo martingales. Ann. Math. 
Statist. 41.1689-- 1694 .. 

13. 不 用 Doob 7r fR ZG FE. EIEE WIE Seo EGER TREE CS F nnl T 
IRB Mat anzel: すり いり EER すか 
l- 

【提示 :注意 S, =t 3 [5,4,,"- EGS | 57 0 p 2 CE; TEn 
3 了 

14. 設 [5,457 on 25 1) E LRL EORR PR 8227, 28 1 的 Doob 分 解 . 

15. WEN WR a FE Son 2 1) RA S こざ Sg 1. Hop 
Pensil E CALR TOSS tas. EBOGES am ALAR, 
WAI e 48, 与 5", 亦 然 ， 

16. 証明 。 当 で RE im Xa, s. 有 限时 ,Xs 为 “随机 杰 量 . 

17. ER A T = m AE Sra =o pn 

18. WEHE T T EA A on ZR 时间 ,而 了 之 TT,， 

x 

T, — To T, Loo Hg 
co.MPT, — ooo M. 
网 TaT tr H rE TUE $6, 221-8. 

19. iE Bj. 2p T ERG LIBE JUR [TRAC M VEmi:R GS PXPAPT A 
HIA Tanl EF MARA Sn E F. 

20. 45 Fon RERE RA io 5 cO RE CET, HE [8]. 证 明 atr 亦 是 
(ZRA 又 若 = 与 OR UE I-A Eo r RER (S, -eie 

21- 延 明 : 若 っ tj r ERE A a L -t o M Cor], [eoa r= 
JEER NFF apr 

22. Rii nc M ER r v. P jE 

56, P atf, EU PB ace E ei nm 1 
WE] HE GE EE nv r C96 -fREBELSS B (USES 7 之 1 有 [rt 二 #1 与 
S 独立 . 
23. 3 (5, 57 nz 1) RE BILL PIE E e EL fon. 
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Í Fe D), TÉe) ST omg 
Su) ーー トー 
\ lim.S, Ce) TOY c 06. 


证 明 S. R0 DER C. 

24. WE Sn an ze 10 RE CERO Bar GLA, IN Te]. HER (514,0 
DhiSa.5 nzl BECOM. 

25". HE FH E EE 3.2. 3. IE E] Kolmogorov AEA: X AAEM F, AST 
任意 えー 9, - 





P[X; Bals T Qo X Pida x 


成立 . 共 中 X Ê supX,. 
LER: ARAFAT. 400 mink: X Ze A).H r= co. 由 定理 
3.2. 3 AL GE E ELIE PE BC x 有 
EX IU SEO, usu. 
因为 在 [rf g] E XS ADAE EC a) m EG Tn) = A PEs za]. 
内 此 


AP[o Loc «D EX derd 一 | X, Pido). 


Desa] 





BARIS a] = [X; z A3 eh ERE, ] 

€. IEB X ar € DHAR i B A E A B HEE i A t 
EA X T Xa 

Ub RAD XY 均 可 积 ,是 对 任意 Borel 集 お 有 | oo 


【 H) 
人。 部 ) ,来 证 明天 一 了 as AHETCERWM | ツー や = 


1 で お) PT 


(Y X) MPY C0 X) — PY —C-—— X)—0. BHiERPOX x 


^ 


AXI Yung 


Y: — YPY ニテ テテ ) c YPY 之 之 下) ,Q 为 有 理 数 集 }. 】 


rE rcu 
27* (Garsia 4^ 3&0. BECX, LS Ln ZR OD dE a TAFE [0.002 E f£ 
BI RAER FO — 0. iu 


E[ dP の < ETXE OC 3. 
t, " 


其 中 X; = supX,. 
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EX La. = x 
[Z 示 : 1 X) = | Ua x^x:. mw. 得 f FG) = 
(XL. m xl, 


Je 


~ ; GM X. XI. TH 
W AFU) s x JEGO t S^ 积分 得 
a " 
x t 
| EG LEDQX.S[FOXO — FOX 0] ERI X, E E[X,I0.] Gm 
m) OR Fh. EED RAE ENX [X60 8 FX に) KASD) = 
EXECX, e [7,970] 0 EOGDH CO BUS ET rCB 1 30 GR FL] 
L, EE 

28. AEBDU FORO m DIAO E DUX, て て ドッ ml 
u.i Ax. A8 X. X. YAH. 

【提示 :1) Jo 3.5. 11 2 GRESUE RET CO OIM ICE BE GG 与 定理 
3.3. 1 E 4X. SEE PEE EB ELI LER X as On m 13; 用 条 件 Fatou 引 
理 i2.2.2) 48, X, x lm ELX . SE Em デー ニー テレ ] E[X | 
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OPY AHAH YE LEIE, XL. 
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Li as 
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Hu zs] ByEAGÉ. 注意 ; GO EE LE dE ALT ERE TT e AN 
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oux ] | 2 
307. BUE A FOX. OUS DR LXLEO i eX EX LX 
E H m x: EH EX. — EX 0x. 


EE 提示 H8" we E Ha 2872 UIA; ;为 ui. 再 设法 证 X, 
L に 
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» dl ü 
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RX WHAT. ELX ehti EsuptXo N yag EX me 
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Li 


, . E 
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PO. P -A X . 
— EX. 得 上 XT. X; 


SER  -X.v 5-0. 
al'. MESE RR CX, n Z8 10. E PAR m P AR E: 
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Mop, 5E mI 
T 
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AM) ESA co 
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35. BE, nce LH 3 f AEGE To B sr Fe] edi r.v. 列 , 记 
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G) M 8j LImOSEN(G) «c. 





sou NO 1 
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39. A CE, n ZR DE a GRA, Pp BEAT RE PR BB r. v. SU CEU XP AE 1 長 
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45. 设 fe ADT) EE fh ur r. v 列 , 对 每 个 上 注 ]1 有 EE, S 0. i S; = 


SS use S^ NT 
d | S| S, E à £j. 证 明 
ES; x; AES, an> l. 


46. HE ABU n Zi oc PEU, a Pau oe REL GG 
sup|U,| «25 2.5, , ilf Ua. 5. E BR. 
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47. RKAS 1 是 随机 序列 . WEBHIOpECTOO mop OON 


Y EUX] < oo HRGr.A8 48 5. dx. 
i=l 


48. jREsup|X,|* 正明 Sx «oc. GS, AA - 


=l 
[eR a e et DO AE à Hr BO RS mme 1,288 .] 
49. 举例 说 明 "T $8 ,P) LE rv. lE, n ZR MP Sun fii 
を 一 > 上 


.d. 
成 立 ; 但 记 二 一 上 却 不 成 立 . 
50. REE aS LAP bb rs 34. 如 果 对 每 个 A4€ ディ 
及 所 前 每 一 连续 点 二 有 








P 
PE, xL.) —- PO xc. en 


SERIE Ince li A Rak Hd nodu dics m eria fF e, — d e dO. nz. 
"WonzlÉBBiEGO.S.PO Er v 证明: 如 果 

$ Sag, Sup た oS H7, EN y. 
则 


5. d. 
eu xn 
sl. ”对 适 随 机 阵列 584 六 hh n iE 


gg 一 Xe zm 


5. 


qo DYJE Dnm 


&-—d 
考 弄 下 烈 命题 : 
CD 4T i70. 


lim mex POS Fe) = Ü; 


"—— JELA 


COS SH s>0， 


L 
lim の 7P( 276 = 0; 
e a 


P 
£3) max |£,,| —-6; 
usu, 
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1 对 每 个 E2>0， 
t の 
MG. PUE 
tu. 


DE BR S2. 


" 
MNT pu 
lim 5, Eg 4 le = Ds 
Wi - 


OD X SET em 
DO EES Ts waa) 
Py e 


证 曲 下 列 结 论 ; 
D$ SERO RU FX 
lt (50) (COD. 
DAF ioiecml;— SERT TR. RI OD OO. 
DE yasli d£ n] 3H. ME CS) (62. 
DITE AE T 8. ias Tom es, dE vr 、 財 (B)z 2 (3). 
82. Wiis Enas lE XA sm 11 Re HG r v. PR S) 


E max [| — 0. Lindeberg A frr w. EF aR 4 と 





& 
POUA) ・0。 





È 
MW POL Ana + 
+ 
38. 设计 名 0062 ,Py E 
2, 
Ee eË 


Mp 


H 241 と. ノー 致 成 


it 


=P, 1)= L 


E 
Y 
del 
= 1 — 
Tai = 1; > T£ [v on. È 1.2. H 
e l 
S bar 


. uE RBS. au R 
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证 明 
sd. o2 
$,— 6. 
其 中 md fG 直下 式 唯一 确定 : 





EX 
etdz。2) 二 Ee 玉芝 个 rv. 


R 


55. Ei kal FERRE r.v. 9. XP A Al ERS 0. EE; = a 20. i 
SA DDE, TA Ninan 
WE: nA po, T ーー 
lim EM SERI de. = Ü. 


wl 


56. HE (597, RII EAE tv 列 . La kP RERS. 人 
A= DA ee 
WEBE A E ERa s 成立 。 | 
(XM) COM ka). 
ST REFERERER. A 


A= DEGH g と ログ < ee] 


n (や El&lz gl. 0 < ood. 
证 明 在 4 上 有 
»ETEM 
58. HERE DR 1) 是 吉美 询 ,对 每 个 之 1 有 1 之 am 之 2 证明 在 
(Ede a < so) 上 
* 35 V 9i a. s. 


=L 


59. J4 BT F FREE r v. PU LES RZR1) BB RE DF 
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ONARA: 
GD > E, RAR rov S; 
&-l 


Gi (£,€ Boi o. FUERO A P RDSI B.E SX a (C6 — coz]; x € RD 
kiv) iims, 存在 }: 


并 陈述 理由 . 
60. if kel REGE. AER T kal A 


Pt = Ll) PG n. 


讨论 级 数 > を 的 收 伍 性 . 
E 


61. B 1E, E 1) Æ ii dir vis. 它们 的 分 布 函 煞 连续 . 令 
wN, = Do num l, 
i 
HB pl EGGS MINIS N, 称 为 时 刻 n EL BI T6. n1) BD REL 
的 次 数 .证 明 
N, 
logn 
[ER GEH ipne aH 


Pp =D= >.>] 





附 K 


1 , 收 钱 关系 

EICHE SEO R XQonz51) M ER EL e Eb PE. x XD 
V e0 lim PC |X,— X|z») 0.4 X, ft pU X’ tE X. 
—. xi Pümx,—X—1,8& X, MORAL c d X iode X. 
TXE 万 | ドン co( 称 XC LO, FlimE[X, - X —0, f Xr 

IL. 

Ma T XOMrd9J pj ST XO.ifB X,— —Xa.dE FQGF 5r BL 
X.X 的 分 布 两 数 ,CCF) 为 下 的 连续 点 集合 ; 若 Y¥YxECCF) 有 
lim F, Ce) — FG X. Eada T XO HF, ma p Fo 





作 X,——X. 
XERB A CHOR REC BUS ais KARER) 
ix, SS xx, X; 
GDX, XSH A PI Gs HE XLI x. 
定理 2( 依 概率 收复 的 充 要 条 件 ) 
OX, — XX, nz 1L HEBEL UC DE CF BU Canchy 列 


€ Ri [Xam X, [一 


a 





»0J. 


ii Poyet a rang p ce XV 
GOX, ACD TGERMO4E LX, YY 
证 EGD. E EE FABAS ER REE rov. X dT e TE 
[C.oc) EIER dE Rr (BS PRU LUDERE aot 

















PO fx rov BUE EARS a se CSI H AK ML IR eR C Less CIE ULLA D E ERE 
3.3. 02 
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EgtX) 一 gla) > pi o~ i e ERCX) 
OET EMIX ab ES (1) 
Egdk R ERR Eom A e p Jaja RAIL. e 
supiz;P[|X|ox]»6i0EmlX. —Keee.RBROX Aas ARAO F 








DRR ーーー r= 0, BI HH. 
定理 3 CMAR S RBR CIN ERO 


(DX, 9 X—E|LX (Wm XET); 

GOX, NSE 一天 | 和 

GDX,— XX, X; 

REC X Hsp] Xle KOLP REGNO X, 


dar 
ーー メダ. 


证 (DH E|XU—E'OX -X0—X,V 用 C,- 不 等 式 て 即 


jl 


ElIX+YI EC ENTOElY ln, aii CL 》 妈 可 . 


60] Y. 


[2 rl. 


GDO-«ZrECIBEXRE|XU-—EIOC— X0-- X | EX. = 
(ダー デ ) 十 | 分 列 用 CR AE R; RT LEE XE Et | 三、 
E* |X 分別 用 Minkowski 不等式 

GiDXF X,— X 用 知 基 本 不等式 ) 即 可 . 


P E 
定理 4 六, 一 一 多 一 XX， 
i, 一致 可 积 


定义 2 若 limsup | [X| Pdo —O ORE LX RE TY - 


IX] xa 
gi nf $8 Cu. 1. ). 
定理 5 (— Er np FA o ue uA LUE 5 TEE REO 
DIXA Aui S i15X uiu; 
《为 本 ii S {X h dX, IMPR uus 
・223・ 


Gu IX SX a. 5. BR EX«coc 1X, udi 
Gv) i 让 为 vi 9 XHE PA n) A UC US uses 
OXO LY OR ui m OC Y 2 ui 
定理 6 
PAL 时 ,有 suap| IX. | ces 
{X 为 di 6 = 
|a Loi f sup IX, |<. 
acidi 
证 ”一 对 V AC 及 a>0 有 有 


[si = | lt f le fO Xaa. 
A ALIX 1272] ALIX, a] [IX 1254] 
(2) 
(X n € Duci , 则 对 任 给 的 <> o 可 先 取 到 使 sp | X, 
ZEE 

<É 成立 的 于 是 由 (2) 得 

sup| |X,| <Ê p aPCA). (3) 

"ei. 2 
再 取 4 使 PC4) ご 二 ,于 是 有 sup| IX.| <e EEG). 


REGDA Y e> 0, 由 (3) 可 得 sap| Xii rao 
BD (i). 
— d GO RI e 0,3 AO RE PA) 二 8 便 有 sup| 1X| 


A 


— ed Gi) 及 Markov 不等式 知 supP( |X| Z2 a) S Ł sup| IX. 
m n 43 


全 长 gunsaghamoEMiCIBEPUX mas 


? ーー 
a 


0. 从 市 对 每 个 A 会 [|Xi| > a] Asup) 1X, | で と 取 阵 列 


[ctim 112。…} 中 的 对 角 线 元 ,就 得 sup | X. | ec BHX) 


A 
n 
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Sur. 证 毕 . 

定理 7(7。 Kaa RARER BIXI Leop H 
随机 变量 列 , 则 下 述 各 款 等 价 ; 

(UG) 8 LAE CB X € Le EIX, — X |l —— 

GD X,3 39g L, dm ff] Cauchy ACRI EIX, — X," ー -0); 


Qo oc 





J); 














CD (| 中 为 i BA rov X HX, X. 

证 (O-GDOEE[X,— X, — EJOX,— X30 c F (X — Xo" 
用 C- 不等式 . 

GD-— Gi ; Bg Gi) AUI V € 0 78 N GO [EH ms EN ERST 
| x 一 和 ,| e BEH Y AEC- 不 等 式 ) 有 





for [1o — xo TR CX + Ef 1x, — x. 
4 i 
A A 


A 


um. sup| | +C e Sm Nano Na, 
CUM 


从 而 
sup] IX, < C, sp [XI + C, + e (4 
EOG XO 必定 BTR Hi GER CO. ES 
下 对 所 给 <> 0, RUE PCS < CO A supf IX. I < 2C, +e 
p) 


PEOD PRAS Qüsp| IX SC spf IX e €. e 
nN D BLMJIH 


从 而 sup| [X17 < maxtC, «max | |X,l +C. «e, max] EX m 
unido HEN JG EAM D 
oo, Bo | X, |) HH RE HE 6 pG ii) AmE X u.i.. 

SEE EB A EAE SEMU DE V Ec od PUX,— Xi 6) 


ーー E|X, ーー X." 
sz -00n,n — o0) HB CX.) a fic E SE CER 


= 
Cauchy 列 , 故 由 定理 2 知 X, — X. 
(iis 。 由 GID 首先 可 证 |X|' 可 积 .事实 上 ,出 定 理 1 设 X。 
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CÓ XE (XLI X LR e Faron 站 理 及 定理 6 之 Gi 有 
EIX = Eclim| X, の う x imë |X., Ai & supE| X, ! " eL oo, 


It S. TERR V E 2>0y 因 为 X, DL. XGS NO. nE NAJ, 


PAD & P[|X, — X| - e] 8€0. AA X AR, Xi u, 
LRO 忒 六 为 Qi 于 是 依 定 理 6 之 人 有 ge) ,只 要 五 (4) 


« 8) 便 有 ae Ed 特別 当 取 4= An Ayi, 
| 








v 时 如 此 ,从 而 阵列 (| Xe inim NAN 十 1,…) 的 对 角 线 元 的 
A, 


ER ISIN T eC 本 sup| |X, < ©, Hsup| IX I7 < e. Bai n 
M à, rN " 


Ne) 时 存 
| XX Pda) = | えー テリ + | | ター タメ | 


ギー r 
ミキ C| XI +C XI 
A sA, 
<e + C [sup] IX sup[ IX] Zr- +E 
FE M, A uL A. 
H e PUB E, IX. — X|'P(de) = 0, BV GO 成 立 . 
系 1. X, — X BsopE|X, | < wos, X Cr xr). 
证 : 由 条 件 易 证 得 {|XX,|")}) 为 ui， 从 而 由 定理 知 
X, — X. 
注 “联系 定理 6.7 MAI LX, 9 X.supELX, I co ,|X, | — 
L, 
致 已 绝对 连续 之 碟 X. 
RL メーーー タ 、 昌 YSY と と メー 時 っ テー ジー y 
证 “由 定理 5(ii) 与 定理 7 知 此 ， 
定理 $8 Brv Rih VW LG.SS IP mo)WITE 
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EE EIE EIEI BER LIE n31) — BERT RR 
证 首先 对 任意 和 0 可 以 证 明 名 Te i- COREE 
LAA XHY sog PLUIE —£| Se] o. fR 
[I$ Si ej Sbe GE, AAGE Anc peto 
EE ieh p e {es 
— [ ERE sjis 一 fpa m e], 4hBbeek 
Moms Pe Jii. 
BGEREESR DIRE FE E Bug E PEE =A= 088 A 3EXCRE 
的 ,因为 合并 Luar SEI as R Bb oua ZA GIRO LR il j£ 
BES GU 0 [Euge sas Ten usi, HERE A EMT ELE oa 
ーー r0. h fei FB33H 五 | 有 > 
E. EE cal BEI, (F: e pen mE E ye oa. 
XH 














E|&'— EB E a a = EJB, h e oa o> 


E|£|'7; Ponap T ET. すま 














因而 
EJE Tae ca m EJE oa 


这 样 , 对 Y e50, ÆR à E POE AD —0B EJE ha そう 
于 是 就 有 aM. E nmt E| "I £g. Une Xi frir. v. d 


C[E Dile ns HERO ALIA 0. 4B sup EJE に acce HEH A 
bata E * 














max tA, A D fui supE|£, "Ig oae iA EH iE, "Sx 
u.i. IE E. ] 
L. P . 
系 3. X, —-Xc3 X, 上 
证 一 出 定理 3 得 ;< 一 借 定 理 8. 了 得 用. 
EIRO -着 可 和 的 区 一 充 蛙 条 件 ) 
Kongl A ali efi ut3X T0. ER COO. E 
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CSD, 
lim 一 上 oo， 


Ee 


MGCIXK Dnm) Lid SE [supEGC| X, Doo]. 


证 二 :对 Ye 之 0, 令 4 一 二 supEG(|X,|). 再 选 C 充 分 大 使 


Em capo > 


COR. papae a ze p Rap. Mnl BOR | Ix, « 


DOG mm 


" 


za 于 是 在 集合 {|X,| C) 上 ,有 [XL] x 


l [ Gx & Lec b < E swesed xb = e iie 


a 
X lU 
a 


sup [X,| SC e, BMX un Z8 1) 为 Wi 


azl 


1 AU 
— i HB Xu nz) usd. MonT SIEG 38 neo IE RE SR] 
{Ce} ,使 得 


sp | IX, < 雪 . (5) 
d X mc, 
页 对 每 个 nis 
支 | X= > IX. | 
IX, €. ASE, [aoe E pum | 1] 
za Pm < [X,] S m 1] 
=$ m> (PIX. > m^ — PIX. > m 1] 
> MPDIX| m]. (6) 
从 而 ,对 每 个 nU 
X Y PIXI > mS PETE . の 
m=O kl 


EGET AZ A ti Re P OS BI 見} 


. 228 9 


S YX. =a] = 28» + PUIX, mm]. (8) 


EE) Cy 


Moe Ioas すき 的 元 素 个 数 , 显然 当 m ^ co 


— 
bol 


时 Hm + ve. 定 x 





GG) =| «cds 
一 直线 一 上 左 方 的 阶梯 形 曲 线 与 工 轴 所 围 的 面积 . 

MÀ CA g, $00,235 m 5 o2 
GG), 


了 bcx: 


此 外 对 每 个 mn 之 1 有 (注意 £8: 二 0 与 (7)、(8)) 




















IKI, 


EGUXAD = | edaxb- [cux 


ne X cal ES [ez [Xr It] 
Demo XO -l 
t-u" a 


&-1 
(ec ga [X] -> k) } 


ÈS rie A a+] 1 l 
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e E 
SDN ON go) PR IX. kd 1] 


= PX | K] 

从 而 up が O( LX, |o zoo. EE. 

系 1. up た | 

证 B GGO— |r|'**. Bp Hj. 

注 MEH e. dE vo ud 8955 AAi AA dS 
B BUD BESU rov. . OR ssdk EO NY yu P5 AX nze1, 38 cS 
T X.WHlxpdáe- TE € rov. Y SN limEX, U"cY—EXYCIUMeycr.P*A*. 
Probobility and. Potenzial; Blaisdel. Publishing Company. 19667. | 

定理 10 对 (Gr 、 有 

iX, Lxx, Fux, 

| 

证 《因为 


" CX, nA uL 
KX CO) 
LX, ->X 


of ETA BP ies 
"Dx 六 工行 办， msafi, [ees 





て まう Lo 
而 >X, X. 
人 


GD A Jj 





MEN 
LXI ON U, ie == r Cx.) 


COS LB FE isup| i X, peoe 
2 
mE 2-941 X, |^ RLA i. 


ーー ] f 7 oje p 
CHI | iX, | xd cn 1Y | ` Piin Pr sup, ii a. Vx; 
ID Ua yo. vx 


即 明 .) TEHE. 
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CIR PROC 不等式 (332,223 
CIR PED Tensen— (343.8 
UE fF) Holder (33,8 
CA EO MInkowski— (342.8 
CETP IE ~ (33).8 
ERE Chebyshev ~ (592,19 
LG 110 ， 
Marcinkiewicz Zygmund-- 137 | 
Kolmogorov ~ 136 
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l.ebesgue ~ 7 
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完 分 统计 员 
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| 定理 





HEC e SC 
Lebesgue d i] ir ah ~ 
SR PESE CR 一 

条 件 控制 收 贫 一 
BPE r iria JE E 


Fubini = 





Kclmogorov 38 5 FE — 
Radon-Nikodym — 
l A MA- 
局 限 积分 ~- 
Desb 分 解 一 
Ricsz 分 和解 — 
Gundy 分 解 一 
Fs Rx AR 
Austin-- 
Vworetzky ~~— 
Doob 3f FE Bl sH ifie = 
停 时 一 
ES 2-1. 
有 界 停 时 一 
条 件 三 级 数 ~ 


177 


Burkholder-$h ^5 $& & ok Ii d —— 168 
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33: y) RCM ridic ~- 180 | 
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Tb d FR 202 
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iE 
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r3 k gi 
混合 一 196 
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EE 
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Bh fS Wald 一 190 
4 us 
Hahn ~- 14 
Jordan -一 14 
G 
Te R A 89 
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J 
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| 
| 
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up gH 8 
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空间 
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FAE HIR S — 
混合 一 
WAE 
概率 为 1 
た 中 一 
fp GE 

Bü B 
ーー 
一 变 基 
(x d 
(GE -- FE FI 
と 一 序列 


E 
? 





条 件 分 布 
E R ~ 
条 人 性 概率 


| FE iG 


i 人 统计 而 

引 理 
Fatou-- 
SIT Fatou 一 
Borel- Cantelli — 
J^ X Borel Camelli~ 
Kronecker —- 

| — Panzene-— 

8 
Lo 

Ln 

-WAP 

ES 

一 变换 
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